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INTRODUCCIÓN Y OBJETIVOS 
La detección, a principios de los años setenta por Elber, del fenómeno del cierre de 
grieta vino a clarificar y explicar algunos efectos identificados en el crecimiento de la 
grieta. Se podía ahora retomar la ecuación de Paris sustituyendo el rango de cargas por 
uno nuevo, efectivo, que correspondiera a la parte del ciclo en el que la grieta estaba 
abierta. Aspectos como el retardo producido por las sobrecargas podían ser analizados 
desde esta nueva perspectiva. 
Sin embargo, inmediatamente empezaron a encontrarse dificultades al tratar de conocer 
con precisión este punto de apertura o cierre. La dificultad de la determinación 
experimental hacía complicada su cuantificación y con ello su correlación con la 
velocidad de propagación de la grieta, ni siquiera en términos de la relación de 
tensiones. Aspectos tales como la influencia de la carga máxima, las propiedades de los 
materiales, el espesor de la probeta o la longitud de la grieta han sido difíciles de 
evaluar. 
La distinción entre diversos mecanismos de cierre, según sean inducidos por plasticidad 
en la estela de la grieta, por efecto de las rugosidades o por oxido en la superficies en 
contacto, permitió analizar distintas situaciones de propagación de la grieta y aportar 
explicaciones diferentes según los casos. El mecanismo de cierre inducido por 
plasticidad se mostró como el más determinante en una gran variedad de situaciones 
prácticas. 
La limitación fundamental para seguir avanzando en el conocimiento de este fenómeno 
ha sido la complejidad en la determinación experimental. Tan solo se ha podido 
Introducción y objetivos 
2 
identificar éste por medio de procedimientos indirectos, a través de la medición y 
procesado de variables relacionadas y, en algunos casos, obtenidas en puntos alejados 
del vértice de la grieta. 
La alternativa al enfoque experimental la proporciona el análisis numérico, 
especialmente la potencialidad del método de los elementos finitos ampliamente 
desarrollado ya desde la década de los setenta. Sin embargo, éste tampoco está carente 
de limitaciones, la principal en este problema radica en el elevado coste computacional 
que supone analizar un problema que se produce después de un gran número de ciclos 
de carga, en una zona de un tamaño de varios órdenes de magnitud menor que la escala 
del problema. Esta limitación de medios computacionales se ha ido salvando en parte 
con la evolución de la capacidad de cálculo de los ordenadores, aunque sigue siendo aún 
patente para el estudio del problema tridimensionalmente. 
La otra gran limitación de los métodos numéricos viene ligada a la complejidad de 
elaborar modelos de cálculo representativos de la realidad. Desde que en los años 
setenta se empezaran a realizar cálculos de cierre de grieta en fatiga por el método de 
los elementos finitos, los resultados han mostrado una alta dependencia con la 
metodología aplicada. Se ha ido elaborando una manera de simular el problema, pero 
son muchos los aspectos cuestionables y poco definidos hoy día. La dificultad de 
confrontar los resultados numéricos con datos experimentales hace que el valor del 
trabajo realizado se apoye en gran medida en la solidez del procedimiento de modelado 
escogido. 
El objetivo fundamental de este trabajo ha sido la realización de modelos numéricos de 
cálculo en elementos finitos, tanto en dos dimensiones como en tres, capaces de 
representar el fenómeno del cierre de grieta inducido por plasticidad en fatiga, con 
objeto de poder obtener información válida y fiable para el estudio de dicho fenómeno. 
Se ha considerado un estado de plastificación de pequeña escala y que es altamente 
dominante el mecanismo de cierre inducido por plasticidad frente a cualquier otro. 
Este objetivo general se puede particularizar en varios objetivos específicos que han 
marcado las etapas del trabajo. En primer lugar, con modelos en dos dimensiones, se 
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clarificaron y estudiaron todos aquellos aspectos cuestionables detectados en la 
metodología utilizada hasta la fecha por otros autores. Se aprovecha la mayor velocidad 
de cálculo con estos modelos para realizar un estudio en profundidad de todo lo que 
pudiera afectar a los resultados. 
El segundo objetivo específico fue abordar el problema real representado por medio de 
modelos en tres dimensiones. El elevado coste computacional de este problema implicó 
que la metodología utilizada fue aquella deducida en el primer objetivo con modelos en 
dos dimensiones. Se ha prestado una especial atención en los aspectos relacionados con 
el estudio de la influencia del espesor. 
Por último, se planteó como tercer objetivo realizar la validación experimental de todo 
el proceso de modelado completo en función de ensayos experimentales. Concretamente 
correlacionando la información obtenida con los resultados de ensayos de crecimiento 
de grieta con cargas de amplitud constante. Igualmente, se aprovechó la información 
obtenida numéricamente para evaluar los métodos de medida experimentales del cierre 
de grieta.  
La estructura de la memoria separa estas diferentes etapas del trabajo. Se comienza con 
un primer capítulo de introducción general relativa a la fatiga y al cierre de grieta, se 
hace un repaso del desarrollo histórico, de los conceptos principales implicados, con 
especial énfasis en el propio fenómeno del cierre de grieta. Finalmente, se hace una 
amplia revisión comentada de los principales trabajos publicados hasta la fecha que 
abordan el cierre de grieta mediante el método de los elementos finitos indicando los 
principales aspectos de cada uno. 
Al inicio del capítulo dos se desarrolla brevemente, de manera general, el método de los 
elementos finitos, especialmente los aspectos relativos al problema modelado (cálculo 
no lineal, modelado del contacto, etc.). Posteriormente, se presentan los aspectos 
principales del modelado junto a un análisis de los puntos más críticos y como han sido 
resueltos en la bibliografía y, en particular, en este trabajo. Se repasan aspectos tales 
como el modelado del material, el proceso de propagación de grietas, la aplicación de 
las cargas, el mallado de los modelos, etc.  
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El capítulo tres desarrolla el estudio de aquellos aspectos de modelado más complejos, 
que han requerido un estudio específico en este trabajo. Son analizados la influencia del 
tamaño de elemento mínimo, la longitud de estela a simular en todo el proceso y las 
diferencias encontradas según el tipo de criterio utilizado para determinar la apertura o 
cierre de la grieta. También se discuten diversas estrategias de mallado y del proceso de 
crecimiento de la grieta. 
Establecida la metodología en los capítulos previos, el siguiente, el capítulo cuatro, 
presenta los resultados obtenidos en dos dimensiones. Se hace un especial estudio de la 
influencia que sobre los mismos ejercen factores como el nivel de carga máximo, la 
longitud de la grieta y la relación de tensiones. En el último apartado del capítulo se 
aborda el tamaño de la zona plástica obtenida tanto en carga máxima a tracción como a 
compresión. 
En el capítulo cinco se presentan los modelos en tres dimensiones, para distintos 
espesores, siguiendo las recomendaciones y experiencia adquirida en el modelado 
bidimensional. Se presentan también los resultados obtenidos y se analiza como afecta 
el espesor a las principales magnitudes implicadas, los valores de apertura o cierre y la 
zona plástica.  
La relación entre estos resultados numéricos y los datos obtenidos de la 
experimentación se presentan en el capítulo seis. En él se describe la metodología 
seguida en los ensayos experimentales y el procedimiento de ajuste y correlación. En 
base a todos estos resultados se discute la significación de cada uno de los resultados 
numéricos obtenidos y se aborda la influencia que el espesor puede tener en el cierre 
global de la grieta. 
Por último, con los resultados obtenidos, en el capítulo siete se hace un pequeño estudio 
para analizar que resultados se obtendrían si se midiera experimentalmente el cierre y 
que relaciones existen entre las magnitudes lejanas y cercanas medidas con lo que 
ocurre en el vértice de la grieta. Todo ello haciendo uso tanto de los resultados 
bidimensionales como tridimensionales.  
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Se presentan las conclusiones del trabajo en el capítulo ocho. Se han estructurado de 
manera que quedan separadas aquellas relativas al modelado numérico y aquellas 
extraídas de las enseñanzas relativas al fenómeno del cierre de grieta obtenidas a partir 
de los resultados de estos modelos. Posteriormente se agrupan las principales 
enseñanzas conjuntas. En el último apartado se sugieren posibles líneas futuras de 
trabajo. 





FATIGA DE MATERIALES Y CIERRE 
DE GRIETA 
En este primer capítulo se pretende introducir y enmarcar el trabajo realizado. Para ello 
se realizará un breve repaso de los principales conceptos implicados. En primer lugar se 
hará una resumida revisión histórica con los hitos principales que nos llevan al actual 
estado del conocimiento sobre la fatiga. A continuación se dará un repaso a los aspectos 
fundamentales de la teoría de fatiga con especial dedicación a aquellos que tendrán 
mayor incidencia en el desarrollo posterior prestándose una mayor atención al concepto 
de cierre de grieta y en especial a la dificultad de su estudio y determinación tanto 
experimental como analítica o numéricamente. Finalmente, se hará un amplio y 
profundo repaso de los trabajos más significativos que han abordado el estudio del 
cierre de grieta por medio del método de los elementos finitos hasta la fecha.   
1.1 LA FATIGA DE MATERIALES. DESARROLLO HISTÓRICO 
Se puede decir que la mayor parte de los fallos mecánicos en componentes de máquinas 
o estructuras pueden ser atribuidos a la fatiga de materiales. Este fenómeno se produce 
mediante diversos procesos bajo la acción de cargas cíclicas que tienen como 
característica común presentarse ante solicitaciones bastante menores que las 
condiciones límite según situaciones estáticas. 
El término fatiga define en ingeniería el fenómeno de rotura en un material debido a la 
acción repetida de tensiones o deformaciones por debajo de su límite de rotura. El 
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proceso tiene lugar con la formación y crecimiento de grietas que progresan a través del 
material hasta producir el fallo de un componente, generalmente de forma catastrófica. 
Este fenómeno puede producirse de diferentes formas, debido a fluctuaciones de la 
carga a la que está sometido el componente (fatiga mecánica), sometido además a altas 
temperaturas (creep-fatiga) o bajo la acción combinada de cargas cíclicas y 
temperaturas también fluctuantes (fatiga termomecánica), en ambientes químicamente 
agresivos (corrosion-fatiga) o acciones fluctuantes asociadas a contactos con rozamiento 
entre materiales (fretting fatigue).  
El avance de la maquinaria y los vehículos de transporte y, especialmente, el aumento 
del uso de estructuras férreas, particularmente puentes de ferrocarril, originado por la 
revolución industrial hizo que a principios del siglo XIX empezara a descubrirse y 
estudiarse este fenómeno. Se pueden citar como primeros trabajos relacionados con la 
fatiga los del ingeniero de minas alemán W. Albert  [3], quien en 1829 realizó ensayos 
sometiendo a cargas y descargas sucesivas eslabones de cadenas de elevadores, siendo 
Poncelet en 1839 quien introdujo el término fatiga para denominar el fallo de materiales 
debido a cargas repetidas. El primer estudio en fatiga de metales se inició en 1842 a raíz 
de un accidente de ferrocarril ocurrido en Versalles (Francia) en el que murieron entre 
1500 y 1800 personas.  
En 1843, el ingeniero británico W.J.M. Rankine [102], reconoció las características 
distintivas de la fractura por fatiga e hizo notar el peligro de los concentradores de 
tensión en los componentes de máquinas. Es de esta época la llamada “teoría de 
cristalización” promovida por la British Institution of Mechanical Engineers. 
Los primeros estudios sistemáticos se debieron a August Wöhler [136] ingeniero de 
ferrocarriles alemán, quien realizó entre 1852 y 1870 gran cantidad de ensayos de 
flexión rotativa sobre ejes de ferrocarril. Observó que la resistencia de los ejes de acero 
sometidos a cargas cíclicas era apreciablemente menor que su resistencia estática. Su 
trabajo permitió la caracterización del comportamiento a fatiga en base a las curvas de 
amplitud de tensiones frente a número de ciclos de carga hasta la rotura. También 
estableció el concepto de límite de fatiga al comprobar que las aleaciones de hierro 
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parecían tener un límite de tensión por debajo del cual no se producía la rotura por muy 
grande que fuera el número de ciclos.  
En 1874, el ingeniero alemán H. Gerber [40] comenzó a desarrollar métodos para el 
diseño a fatiga, su contribución incluyó el desarrollo de métodos para el calculo de la 
vida a fatiga para diferentes niveles medios de la tensión cíclica. Problemas similares 
fueron abordados por Goodman [45] y Soderberg [121, 122]. 
La idea de que el límite elástico de los metales con cargas cíclicas podía ser diferente a 
la observada en la deformación monotónica fue popularizada por Bauschinger (1886), 
quien confirmó muchos de los resultados anteriores de Wöhler.  
La vieja teoría de la cristalización del material fue descartada a principios de siglo 
cuando Ewing y Humfrey (1903) [33] observaron por medio del microscopio la 
formación de líneas y bandas de deslizamiento que desembocaban en la formación de 
microgrietas en el material.  
Durante la primera mitad del siglo XX se obtuvieron gran cantidad de datos 
experimentales relacionando la resistencia a fatiga con factores tales como la geometría 
y tamaño de las piezas, condiciones ambientales, acabado superficial, estructura 
metalográfica, etc. Las investigaciones en este periodo permitieron el desarrollo de los 
modelos de daño acumulado para predecir el fallo por fatiga (Palmgren, 1924 [96]; 
Miner, 1945 [74]). La idea de que las deformaciones plásticas son las responsables del 
daño en el material fue establecida por Coffin y Manson [19, 59-62], quienes en la 
decáda de los 60 propusieron una relación empírica entre el número de inversiones de 
carga hasta rotura y la amplitud de la deformación plástica. La denominada relación 
Coffin-Manson es el método de caracterización de fatiga basado en las deformaciones 
más ampliamente utilizado. 
A pesar de que desde principios de siglo se conocía que el fenómeno se debía a la 
formación y crecimiento lento de grietas, no estaba suficientemente desarrollada la 
herramienta matemática necesaria para cuantificar modelos de fallo por fatiga. El 
análisis de tensiones de Inglis (1913) [48] y el concepto energético de Griffith (1921) 
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[46] aportaron el tratamiento cuantitativo de la fractura frágil. No obstante, estas ideas 
no pudieron ser aplicadas directamente para caracterizar el fallo por fatiga en los 
materiales metálicos.  
Un avance en esta dirección se produjo con los estudios de Irwin (1957), [49] quien 
mostró que la amplitud de la singularidad en tensiones delante de una grieta podía ser 
expresada en términos de una cantidad conocida como factor de intensidad de tensiones, 
K. Con el desarrollo de la mecánica de la fractura elástica lineal se intentó caracterizar 
el crecimiento de las grietas de fatiga también en términos del factor de intensidad de 
tensiones. Paris y Erdogan [97, 98] fueron los primeros en sugerir que el incremento de 
longitud de grieta por ciclo, da/dN, podía relacionarse con el rango del factor de 
intensidad de tensiones, ∆K, bajo cargas de amplitud constante. La mayor aportación de 
la mecánica de la fractura elástica lineal es que el factor de intensidad de tensiones, 
determinado por las tensiones remotas aplicadas y las dimensiones geométricas del 
componente agrietado, basta para caracterizar la propagación de la grieta. Este método 
no requiere un detallado conocimiento de  los mecanismos de fractura por fatiga. 
Con la aplicación de los conceptos de mecánica de fractura al fallo por fatiga, tomaron 
un interés creciente el estudio de los mecanismos de crecimiento subcrítico de grieta. 
Modelos conceptuales y cuantitativos fueron desarrollados para obtener la resistencia de 
los materiales al crecimiento de grietas. Junto con estos estudios, creció el interés por 
comprender el proceso por el que el factor de intensidad de tensiones podía verse 
alterado con el avance de la grieta.  
Una importante contribución en esta dirección fue debida a los resultados 
experimentales de Elber [29, 30] que mostraron que la grieta puede permanecer cerrada 
incluso cuando está sometida a tensiones cíclicas de tracción debido a la plastificación 
producida en el borde de la grieta. Este resultado también implica que la velocidad de 
crecimiento de grieta debería venir determinada no por el valor nominal del rango del 
factor de intensidad de tensiones sino por un valor efectivo que tuviese en cuenta el 
cierre. Investigaciones adicionales sugieren que el cierre de grieta puede ser inducido 
por otros factores mecánicos, microestructurales y ambientales. 
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En las últimas décadas, con el desarrollo y creación de máquinas más sofisticadas, 
comienza la realización de ensayos con cargas complejas (amplitud variable). Durante 
el crecimiento de una grieta con cargas de amplitud variable se produce lo que se 
denomina efecto de secuencia o de interacción debido a la irregularidad de la carga. 
Dicho efecto fue puesto de manifiesto en la década de los 60. Diversos trabajos 
experimentales [47, 108] demostraron que la aplicación de una sobrecarga origina una 
velocidad de crecimiento en los ciclos posteriores a ella mucho menor que la producida 
si no existe sobrecarga. Numerosos modelos analíticos que tienen en cuenta dicho 
efecto se encuentran en la bibliografía actualmente, destacando, sobre todo por ser los 
más utilizados y haber servido de base para otros muchos, los propuestos por Wheeler 
[134] y Willemborg [135].  
Hasta hoy día las investigaciones realizadas son muy numerosas, la disponibilidad de 
máquinas cada vez más complejas, de técnicas de medición y detección de grietas cada 
vez más pequeñas, la aplicación de la Mecánica de Fractura, tanto elástica lineal como 
elasto-plástica, así como un mejor conocimiento del gradiente de tensiones y 
deformaciones en el fondo de la entalla, entre otros, han permitido un gran desarrollo en 
el cálculo de la vida a fatiga de elementos mecánicos y un aumento de la fiabilidad de 
los mismos. 
No obstante se puede decir que queda aún un gran trabajo por hacer en el campo de la 
predicción de la vida a fatiga [107] especialmente en términos cuantitativos. Si de las 
dos etapas fundamentales de la vida de una grieta, la nucleación y la propagación, nos 
centramos en esta segundo, hay que decir que aspectos tales como la determinación del 
límite de fatiga así como la propia predicción de la propagación de grieta con carga 
variable están aún lejos de resolverse. En este último caso el fenómeno del cierre de 
grieta juega un papel destacado. 
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1.2 CONCEPTOS GENERALES DE MECÁNICA DE LA FRACTURA 
Y DE FATIGA 
Para iniciar el estudio del crecimiento de grieta se utilizan los principios de la teoría de 
la mecánica de la fractura elástica lineal (MFEL) que relaciona la magnitud de las 
tensiones y su distribución cerca de la grieta con las tensiones remotas aplicadas al 
componente agrietado, el tamaño y forma de la grieta y las propiedades del material. El 
estudio se basa en la aplicación de la teoría de la elasticidad a cuerpos con grietas o 
defectos. Las hipótesis usadas son: pequeños desplazamientos, linealidad entre 
tensiones y deformaciones y homogeneidad del material.  
En el estudio del sólido con comportamiento elástico y lineal se distinguen tres modos 
básicos de desplazamientos en la grieta, que dependen de la dirección de aplicación de 
la carga con respecto al plano de ésta. Se denominan modo I,  modo II y modo III (ver 
figura 1.1). El modo I de tracción es el modo por el que se producen la mayoría de las 
roturas, particularmente en fenómenos de fatiga. Los casos de fracturas producidos por 
los modos cortantes (II y III) son menos frecuentes pudiendo, no obstante, presentarse 
en ocasiones de manera conjunta. 
Para cualquiera de estos modos, el análisis elástico muestra que las tensiones locales en 
el entorno de la grieta responden de forma general a la expresión: 
Modo I Modo II Modo III 
Figura 1.1. Modos de apertura de grieta 
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donde r y θ son las coordenadas cilíndricas en un punto con respecto al borde de la 
grieta (ver figura 1.2) y KI es el factor de intensidad de tensiones en modo I. 
El factor de intensidad de tensiones, KI, introducido en la ecuación (1.1), define la 
magnitud de las tensiones locales en el entorno del vértice de grieta. Este factor depende 
del tipo de cargas, el tamaño y forma de la grieta y de las condiciones de contorno 
geométricas, que de forma general se suele expresar como: 
 aSK I piβ=  (1.2) 
donde S es la tensión remota aplicada al componente (que no debe confundirse con las 
tensiones locales σij definidas en la ecuación (1.1)), a es la longitud de la grieta y β es 
un factor de corrección que depende de la geometría de la probeta y de la grieta. Este 
factor de intensidad de tensiones ha sido obtenido para una amplia variedad de 
problemas y su valor está disponible en la bibliografía.  
La ecuación (1.1) muestra una singularidad para r = 0 que conduce a tensiones infinitas 
a distancia nula de la grieta. Dado que los materiales deforman plásticamente cuando el 
valor de tensión excede del límite elástico, se formará una zona plástica cerca del borde 
de grieta. Las hipótesis de la MFEL seguirán siendo válidas sólo si el tamaño de la zona 
plástica es pequeño comparado con las dimensiones de la grieta y el resto del 
componente agrietado. 
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Siempre que pueda aceptarse que el anterior campo asintótico de tensiones domina 
alrededor del vértice de la grieta, en una región grande comparada con la dimensión 
microestructural característica del material, podrá considerarse que la distribución local 
de tensiones está unívocamente caracterizada por el factor de intensidad de tensiones K. 
Cuando el tamaño de la zona plástica alrededor del vértice de la grieta es comparable 
con el tamaño de la propia grieta, es decir, cuando se viola la condición de plastificación 
a pequeña escala, el uso del factor de intensidad de tensiones no es apropiado para 
describir el campo local de tensiones. En este caso, la distribución de tensiones en el 
frente de la grieta se debe calcular haciendo uso de la teoría de la plasticidad, cuya 
aplicación al estudio de la fractura de materiales se conoce como Mecánica de la 
Fractura Elasto-Plástica (MFEP). 
Una primera aproximación al tamaño de la zona plástica puede obtenerse, para una 
grieta solicitada en modo I si se analiza la tensión σy en la línea de la grieta (θ = 0), 
asumiendo que la zona plastificada estará determinada por σy = σe (límite elástico, 
figura 1.3)  
Considerando un material con comportamiento elasto-plástico perfecto y en condiciones 
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σ  (1.4) 
Esta expresión ha sido obtenida considerando que la zona deformada plásticamente no 
influye en el resto del material. Sin embargo, esta fluencia produce una redistribución 
de las tensiones (figura 1.4), aumentando como consecuencia el radio plástico.  
Teniendo en cuenta esta consideración, existen en la literatura diversas correcciones o 
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Para determinar la forma de la zona plástica es necesario conocer la distribución de 
tensiones en función del ángulo θ. Haciendo uso del criterio de plastificación de Von 
Mises se obtiene la forma representada en la figura 1.5. 
Las anteriores expresiones para el tamaño de la zona plástica han sido obtenidas para un 
estado de tensión plana. El campo de tensiones en modo I descrito en términos de las 




































La aplicación del criterio de Von Mises, para θ = 0 en condiciones de deformación 
plana lleva a que la plastificación se produce cuando: 








=⇒=−+−  (1.8) 
Asumiendo un valor de ν = 1/3 significa que la plastificación se produce para un valor 





Figura 1.5. Zona plástica en tensión y deformación plana 
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aproximación se obtiene entonces que el tamaño de la zona plástica en deformación 


















con α = 1 para tensión plana y α = 3 en deformación plana. 
Para probetas de espesor finito, puesto que en las superficies libres no existen tensiones 
en la dirección del espesor, el campo de tensiones en la superficie se corresponde con 
condiciones de tensión plana. A lo largo del espesor hay un aumento del grado de 
triaxialidad que aproxima el estado de tensiones a las condiciones de deformación 
plana. Esta variación del tamaño y forma de la zona plástica con el espesor de la probeta 
queda reflejada en la figura 1.6. El valor obtenido según la ecuación (1.9) con α = 3 
puede subestimar el tamaño de la zona plástica en una probeta de espesor finito si se 
tiene en cuenta que en la superficie debido al estado de tensión plana el tamaño de zona 
plástica será nueve veces mayor. Por esta razón Irwin propone un valor intermedio del 
coeficiente de constricción de α = 1.73.  
La zona plástica vista hasta ahora se refiere al caso de un cuerpo sometido a una carga 






Figura 1.6. Zona plástica tridimensional 
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cargas cíclicas, es necesario considerar el comportamiento del material en la descarga. 
Al producirse ésta se origina un flujo plástico en sentido contrario creando como 
consecuencia unas tensiones residuales de compresión, y por tanto, habrá una nueva 
zona de material deformada plásticamente. A esta zona se la conoce como zona plástica 
cíclica y su tamaño se considera que es aproximadamente una cuarta parte del 
correspondiente a la zona plástica monotónica (figura 1.7). 
En general, el tamaño de la zona plástica establece la condición bajo la cual dominan 
campos tensionales lineales, es decir, la solución está bien definida en términos del 
factor de intensidad de tensiones.  
Para la caracterización de la velocidad de crecimiento de grietas sometidas a cargas 
cíclicas de amplitud constante se expresa en incrementos de longitud de grieta por ciclo, 
da/dN. Los valores de da/dN, para diferentes condiciones de carga, se determinan 
experimentalmente a partir de los cambios de longitud de grieta tras un cierto número de 
ciclos.  
Uno de los objetivos del diseño a fatiga es el desarrollo de métodos fiables de 
caracterización de la velocidad de crecimiento de grieta, en base a un apropiado 
parámetro de carga capaz de cuantificar la resistencia intrínseca del material al 
crecimiento del defecto para diferentes condiciones de tensión aplicada y geometrías de 
probeta y grieta. Hasta la década de los 60 muchos estudios experimentales condujeron 
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a leyes de caracterización de la velocidad de crecimiento basadas en la longitud de 
grieta o en el rango de tensiones aplicadas ∆σ: 






σ∆== ·  (1.10) 
donde C, m y n son constantes determinadas experimentalmente. 
El avance de la mecánica de fractura permitió la aparición de métodos más exactos. 
Cuando las tensiones aplicadas al componente son pequeñas de manera que la 
deformación plástica por delante del borde de grieta es una perturbación menor al 
restante campo elástico, las soluciones de la mecánica de la fractura elástica lineal 
proporcionan una descripción adecuada para la fractura por fatiga. Paris [98] sugirió que 
para variaciones cíclicas del campo de tensiones aplicado, la caracterización de la 
velocidad de crecimiento de grieta podría basarse en el rango del factor de intensidad de 
tensiones calculado en base a la MFEL. 
 minmax KKK −=∆  (1.11) 
Donde Kmax y Kmin son los valores máximo y mínimo respectivamente del factor de 
intensidad de tensiones durante un ciclo de tensión, que dependen de la geometría de la 
probeta y la longitud de grieta. Paris mostró que la velocidad de crecimiento podía 
relacionarse con ∆K a través de la siguiente ley: 
 ( )mKC
dN
da ∆=  (1.12) 
donde C y m son constantes, cuyo valor está influido por muchas variables como la 
microestructura del material, la frecuencia de carga, condiciones ambientales y la 
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La relación (1.12), también conocida como ley de Paris, representa una variación lineal 
en una doble escala logarítmica, que se corresponde con el crecimiento estable de la 
grieta solamente en una parte de la curva total de resistencia al crecimiento del material, 
para el rango intermedio de valores de ∆K. Para valores extremos de ∆K, tanto por 
encima de ese rango intermedio como por debajo, la velocidad de crecimiento cambia 
rápidamente con el valor de ∆K. Para la mayoría de los materiales, la variación de 
da/dN frente a ∆K exhibe un comportamiento como el que se representa en la figura 1.8 
en escala logarítmica. En la propia figura pueden identificarse tres zonas o regímenes 
distintos de crecimiento: la región I o régimen próximo al umbral, la región II o 
intermedia y la región III de rápida propagación de la grieta.  
La propagación de grieta en régimen I está relacionada principalmente con procesos de 
fractura no continuos, donde el incremento de longitud de grieta en un ciclo es inferior a 
10
-6
 mm/ciclo. La velocidad de crecimiento aumenta muy rápidamente con ∆K desde 
valores muy bajos, asociados con la existencia de un rango de factor de intensidad de 
tensiones umbral ∆Kth por debajo del cual la grieta no crece o la velocidad de 
crecimiento es indetectable.  
En la región II la variación es esencialmente lineal y corresponde a la zona que puede 
ser ajustada bastante bien por la ley de Paris. Dicha expresión, sin embargo, no tiene en 










I II III 
mKC
dN
da ∆=  
∆Kth 
Figura 1.8. Curva de velocidad de propagación de grieta 
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los valores extremos de ∆K. En consecuencia dicha ley se ajusta bastante bien sólo en la 
zona de ∆K medios, mostrando ciertas desviaciones en los extremos de la curva.  
En la zona III correspondiente a altos valores de ∆K la velocidad de crecimiento 
aumenta rápidamente causando la fractura total del componente. Esta se produce cuando 
el valor máximo del factor de intensidad de tensiones (Kmax) alcanza un cierto valor 
crítico Kc. En deformación plana dicho valor crítico KIc, denominado tenacidad a 
fractura, es una característica del material y representa el máximo factor de intensidad 
de tensiones que una grieta puede soportar bajo carga estática antes de propagarse 
inestablemente. 
Existen en la literatura numerosos modelos empíricos y semi-empíricos más complejos 
que la ley de Paris tratando de incorporar el comportamiento de la grieta en las regiones 
I y III. Así mismo, probado que la tensión media ejerce influencia sobre el crecimiento 
de grieta, dichas expresiones tratan de tener en cuenta este factor en función de la 
relación de cargas, R.  
La mayoría de los ensayos realizados para el ajuste de las curvas da/dN - ∆K se suelen 
hacer con cargas de amplitud constante y R = 0. No obstante, cuando R ≠ 0 las curvas de 
velocidad de crecimiento difieren de las anteriores. A medida que R crece para un ∆K 
dado, es decir, con un aumento de la tensión media del ciclo, la velocidad de 
crecimiento aumenta, y las curvas sufren un desplazamiento, tanto mayor, cuanto mayor 
es ∆K (figura 1.9). El umbral, no obstante, se ve influenciado por el valor de R, 
disminuyendo ligeramente a medida que R aumenta.  
De las muchas expresiones propuestas para tener en cuenta el efecto de las tensiones 
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=  (1.15) 
puede ser escrita en función de Kmax como: 
 ( )( )nmaxm KRC
dN
da ∆−= 1  (1.16) 
La ecuación de Forman [38] es una expresión que tiene en cuenta además del efecto de 














Para tener en cuenta el comportamiento en la región próxima al umbral, basándose en la 
hipótesis de que los desplazamientos de apertura residuales en el borde de grieta existen 
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Figura 1.9. Influencia de R en la velocidad de propagación 
de grieta 
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donde E y σs son respectivamente el modulo de Young y límite elástico del metal, A es 
una constante. Esta ecuación es capaz de ajustar los resultados de ensayos en las 
regiones I y II de la curva de propagación de grieta.  
Smith [119] obtuvo una expresión similar ajustando los resultados de ensayos de 
soldadura en ángulo: 
 ( )mthKKC
dN
da ∆−∆=  (1.19) 
Muchos otros intentos de ajustar el comportamiento completo de la curva de 
propagación de grieta han llevado a expresiones más o menos complejas, un ejemplo 
















esta expresión representa una modificación a la ecuación de Forman teniendo en cuenta 
la expresión (1.19). 
1.3 EL CIERRE DE GRIETA EN FATIGA 
Desde que Elber, a finales de los 60 y principios de los 70, observara y publicara por 
primera vez que al crecer una grieta en fatiga esta se quedaba cerrada cuando se 
descargaba, muchos de los conceptos establecidos previamente empezaron a ser 
revisados y reinterpretados en función de este efecto.  
El fenómeno de cierre de grieta es usado frecuentemente para explicar el efecto de la 
relación de tensiones sobre la velocidad de crecimiento, así como, el efecto de factores 
medioambientales en el valor del umbral ∆Kth. Por otra parte el concepto de cierre de 
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grieta permitió explicar el efecto de la secuencia de cargas sobre el crecimiento de 
grietas que ya fue puesto de manifiesto en la década de los 60.  
El uso de la MFEL para caracterizar la propagación de la grieta, con una ley de 
crecimiento como la ley de Paris por ejemplo, es aplicable bajo la hipótesis de que la 
grieta puede ser idealizada como un corte ideal de espesor cero. Esta hipótesis lleva 
implícito asumir que la caracterización del factor de intensidad de tensiones delante del 
frente de la grieta determina únicamente las condiciones de propagación.  
El descubrimiento del cierre de grieta por Elber [30] estableció por primera vez que la 
velocidad de crecimiento está influida, no solamente por las condiciones delante del 
frente de la grieta, sino también por la naturaleza del contacto entre las superficies de 
ésta. Puesto que las condiciones en la zona próxima a las superficies de la grieta 
dependen de factores tales como la historia de carga, longitud de la grieta y estado de 
tensiones, el trabajo de Elber permitió explicar la dependencia de la velocidad de 
crecimiento con la historia anterior de carga.  
Una grieta ideal, supuesto un corte perfecto, de espesor cero, en el material permanece 
cerrada solamente con carga cero o cargas de compresión. Sin embargo, 
experimentalmente Elber observó que las grietas producidas por fatiga cierran durante 
la descarga antes de llegar a ser nula la tensión. Esta diferencia de comportamiento 
puede explicarse considerando la plastificación que se produce en la zona delante de la 
grieta durante el proceso de crecimiento por fatiga. Cuando la grieta crece, el frente va 
dejando tras de sí una zona con deformación residual de tracción. Esta zona corresponde 
al material alrededor de la grieta que ha sufrido deformación plástica durante el 
crecimiento previo de la grieta. La estela de material deformado va siendo mayor a 
medida que la grieta avanza y se puede considerar como la envolvente de las zonas 
plásticas creadas en el avance de la grieta.  La deformación residual acumulada en dicha 
zona actúa como una cuña, generando tensiones residuales de compresión sobre la 
grieta que logran cerrarla antes de que la tensión se anule, e impide que se abra hasta 
que sea vencido el efecto de estas tensiones residuales.  
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El mecanismo descrito anteriormente se corresponde con el denominado cierre inducido 
por plasticidad. Posteriormente se han descrito otros mecanismos siendo los más 
extendidos el cierre debido a oxidación y el cierre debido a asperezas o rugosidades. En 
el primer caso, se detectó que en entornos reactivos la superficie de la grieta se oxidaba 
y  se reducía la velocidad de crecimiento, en este caso la capa de material oxidado 
ejercía el efecto de cuña provocando el cierre de la grieta. En cuanto al cierre por 
asperezas, la interacción entre las rugosidades generadas en una y otra cara de la grieta 
provocarían el cierre prematuro. Esta situación se daría en circunstancias en las que la 
zona plástica fuera pequeña en rela ción al tamaño de grano. 
Generalmente, el cierre inducido por plasticidad es el mecanismo más común siendo 
importantes los otros mecanismos en situaciones particulares influenciadas bien por el 
entorno o bien por las características del material o el estado de carga. 
Elber midió la tensión remota a la cual las dos superficies de fractura abrían 
completamente durante un ciclo de carga. Para ello midió la evolución del 
desplazamiento entre dos puntos X y X’ durante un ciclo de carga, colocando galgas 
extensométricas a ambos lados de la grieta en una probeta de aluminio con grieta 
centrada. La figura 1.10 muestra esquemáticamente la relación obtenida entre la tensión 
aplicada, σ,  y el desplazamiento, δ, medido entre las caras de la grieta. En la región 
entre los puntos A y B, el gráfico σ-δ presenta una pendiente constante igual a la rigidez 
medida en una placa idéntica con un  corte (es decir, con una grieta que no ha sido 
generada por fatiga) de idéntica longitud que la grieta por fatiga. Esto significa que en el 
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proceso de descarga la grieta permanece completamente abierta hasta que la tensión 
nominal disminuye de σmax hasta σcl. Si la descarga continúa, entre el punto B y C la 
variación de la rigidez indica el cambio de geometría al pasar la grieta de 
completamente abierta a cerrada. En la última etapa de la descarga, por debajo del punto 
C, la curva σ-δ exhibe un comportamiento lineal donde la pendiente de la línea CD 
coincide con la rigidez de una placa idéntica sin grieta.  La tensión correspondiente al 
punto B, en el que comienza el contacto entre las superficies se denomina tensión de 
cierre, σcl. El valor δ0 es el desplazamiento residual, para una tensión remota aplicada 
nula, cuyo valor es igual a la diferencia de distancia entre los puntos X y X’ en el caso 
de una grieta ideal y una grieta producida por fatiga en la posición donde se han 
colocado las galgas.  
Durante el proceso de carga la relación entre tensión aplicada y desplazamiento es muy 
similar al producido en descarga, si bien ambas curvas no coinciden exactamente, 
debido a las deformaciones plásticas producidas en cada ciclo y al rozamiento entre las 
superficies de la grieta durante el cierre, produciéndose un ciclo de histéresis. Este 
hecho lleva a la distinción entre tensión de cierre, σcl, y tensión de apertura, σop, valor de 
tensión para el cual la grieta se abre completamente durante el proceso de carga. No 
obstante, a efectos prácticos ambos valores suelen considerarse idénticos. 
El diagrama de flexibilidad σ-δ también puede representarse en función del factor de 
intensidad de tensiones en lugar de la tensión nominal, la figura 1.11 muestra una curva 
típica. Cuando el componente agrietado se somete a tracción, inicialmente la grieta 
permanece completamente cerrada hasta que se alcanza un determinado valor de ∆K. En 
este punto la grieta comienza a abrir gradualmente hasta estar completamente abierta 
para un valor Kop. Durante la descarga, el primer contacto entre las caras de la grieta 
ocurre para un valor del factor de intensidad de tensiones Kcl, por debajo del cual la 
grieta gradualmente se va cerrando. El cierre completo de la grieta ocurrirá en el punto 
marcado más abajo. 
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Experimentalmente las curvas de flexibilidad se obtienen en base a desplazamientos 
obtenidos mediante métodos ópticos, o mediante extensómetros, tipo COD o mediante 
la colocación directa de galgas extensométricas sobre la superficie del elemento. Para 
obtener con precisión los puntos que marcan la apertura y cierre de la grieta se suelen 
representar los valores de σ o K en función de la diferencia entre los desplazamientos 
realmente producidos y los que se producirían con una configuración de grieta 
completamente abierta. Esta diferencia de desplazamientos se denomina δoff (figura 
1.10) y se define como la diferencia δoff = δ - αK, donde α  corresponde a la pendiente 
de la curva K-δ en la zona comprendida entre Kop y Kmax. Cuando la grieta está 
completamente abierta δoff = 0, y su valor se desvía de 0 cuando la grieta comienza a 
cerrarse.  
Elber, considerando que sólo puede producirse propagación de la grieta durante la parte 
del ciclo de carga en que la grieta está completamente abierta, propuso el empleo de la 
tensión de apertura como valor de referencia para definir el rango de tensiones efectivo 









donde U representa la relación entre el rango de tensiones o factor de intensidad de 
tensiones efectivo y el aplicado. 









































Así pues, considerando el efecto del cierre de grieta, si el crecimiento sólo tiene lugar en 
la parte de ciclo en que ésta permanece abierta, la caracterización de la velocidad de 
crecimiento de grieta basada en la MFEL vendrá dado por: 
 ( )mefKC
dN
da ∆=  (1.23) 
A partir de los valores de tensión de cierre medidos experimentalmente en ensayos con 
amplitud constante en probetas de aluminio 2024-T3 para diferentes relaciones de carga, 







++=  (1.24) 
que es equivalente a: RU 4.05.0 +=  
Mientras que la representación da/dN frente a ∆K (en la región en que es aplicable la ley 
de Paris) de los datos experimentales de Elber varía con la relación de cargas R, la 
representación para el mismo conjunto de datos en función del rango ∆Kef  convergen en 
una sola curva. Numerosas investigaciones posteriores han proporcionado distintas 
modificaciones empíricas a la ecuación (1.24) específicas para determinados materiales 
y distintas condiciones de ensayo [106]. Hoy en día se admite que además de su 
dependencia con R la relación U está fuertemente influida por la geometría de la 
probeta, el estado de tensiones, el rango del factor de intensidad de tensiones y 
condiciones medioambientales.  
Actualmente el fenómeno del cierre de grieta es un concepto que está permanentemente 
en discusión y revisión. Son muchos los aspectos que no quedan clarificados a partir de 
los datos aportados por distintos autores, especialmente todos aquellos que implican 
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relacionar este fenómeno con el efecto secuencia que se produce en carga de amplitud 
variable.  
Uno de los problemas principales que aún no está resulto de manera satisfactoria es la 
determinación experimental de las tensiones de apertura o cierre. Junto a la propia 
dificultad de cualquier ensayo experimental debido a los propios dispositivos, la 
presencia de ruidos, etc., los procedimientos actuales [37] se basan en la medición 
experimental y análisis de variables indirectas (desplazamientos y deformaciones) 
tomadas en muchos casos lejos del vértice de la grieta. Es el caso de la medida del 
desplazamiento, CMOD (Crack Mouth Opening Displacement), en el exterior de la 
probeta o de la deformación en la parte posterior de la probeta, BFS (Back Face Strain).  
A eso debemos añadir el propio tratamiento de los datos. Existe una metodología 
establecida [23, 37] que permite determinarlas en función de diversos puntos y métodos 
de medida y con distintos procedimientos de ajuste de las curvas obtenidas.  
No obstante, las distintas variaciones de cada procedimiento conduce a resultados 
diversos e inaceptables en muchos casos. Son muchos los autores que han destacado 
estas diferencias. Ya en 1988 en diversas referencias [6, 103] se presentan resultados 
que resaltan este aspecto con variaciones que superan el 40 % y que son achacadas a 
factores como el espesor de la probeta, la longitud de grieta o la carga. En el propio 
estudio de caso presentado por Fleck [37] en el que no se cuestionan los resultados, 
estos presentan dispersiones de un 30 % de U. Estas medidas, si bien no dejan de tener 
utilidad, si que deben ser consideradas con su debido valor. 
Yisheng y Schjive [140] resaltan que el problema fundamental en la determinación del 
cierre, aparte de la variabilidad de resultados según la metodología, es que la propia 
dispersión con un mismo método es muy alta, del orden de un 10 % o incluso un 15 %.  
Wei y James [133] también publican resultados experimentales con una gran diferencia 
según método y punto de medida, ésta está entorno a un 20 % en la mayoría de los 
casos, llegando a superar el 50 % en las probetas de mayor espesor. Con ello se destacan 
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importantes problemas aún no resueltos relacionados con el cierre de grieta donde uno 
de ellos es la medida experimental [50]. 
En cuanto a los procedimientos de ajuste, Donald [24, 25] ha trabajado y sugerido 
diversos procedimientos que validaba en función de ensayos experimentales. En [25] 
hace una evaluación de cada uno de ellos detectándose variaciones importantes entre 
ellos.  
Finalmente, no debemos dejar de mencionar iniciativas como la propuesta de Kujawski 
[53] donde por medio de un ∆Kef definido como ( ) 5.0maxKK +∆ , donde ∆K+ es ∆K 
aplicado excepto para R < 0 donde valdría Kmax, consigue buenas correlaciones con los 
datos experimentales. Se debe indicar que en esta definición no interviene la tensión de 
apertura medida experimentalmente.  
Otro de los aspectos de gran trascendencia y discusión, y que además tiene importantes 
repercusiones en la determinación experimental, es la influencia que el estado tensional 
tienen sobre el cierre. En probetas planas con grietas rectas esta problemática se traslada 
a la determinación de la influencia que el espesor de la probeta tiene sobre el cierre. Se 
considera que el exterior está en un estado de tensión plana y el interior en deformación 
plana, pero nada se sabe con claridad de cómo se produce la transición y cual es el más 
determinante en el cierre.  
Ray y Grandt [103] realizaron y compararon la medida del cierre de grieta por diversos 
métodos y visualizaron por medio de interferometría óptica el procedimiento de cierre 
en una probeta translúcida. Con ello destacaron dos aspectos de gran interés, uno fue 
que el cierre se producía en el exterior fundamentalmente no llegando a contactar el 
interior. El otro fue que los valores de apertura en el exterior eran mucho mayores que 
los determinados por los procedimientos tradicionales con galgas y extensómetros. 
Se han realizado también algunos experimentos, con aleaciones de aluminio y titanio, en 
los que tras la aplicación de una sobrecarga se mecanizaba la superficie exterior, 
retirando una pequeña capa de material [56, 64]. Esto provocaba que el efecto de retardo 
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debido a la sobrecarga se redujese considerablemente lo que sugería que es en el 
exterior donde se produce fundamentalmente el cierre. Posteriormente Machniewizc 
[58, 118] realizó ensayos en acero en los que mostraba que este efecto es debido al 
tiempo transcurrido para hacer el mecanizado con lo cual no se podía llegar a nada 
concluyente entrando en juego el efecto de cada material empleado. 
Es en este sentido donde los modelos numéricos tienen mucho que aportar si se salvan 
las limitaciones de cálculo y metodológicas implicadas. En el siguiente apartado se 
repasan los principales intentos por enfrentar este problema.  
1.4 EL MÉTODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS EN EL ESTUDIO 
DEL CIERRE DE GRIETA 
Desde principios de los años setenta han sido muchos los investigadores que han 
abordado el análisis del problema de fatiga por medio del método de los elementos 
finitos. Ello implica modelar el crecimiento de la grieta simulando el proceso de carga 
descarga durante un número de ciclos apropiado. 
Existen muchos otros trabajos que abordan el crecimiento de grieta pero no modelan los 
procesos de carga y descarga, por tanto serían únicamente de fractura. El primer trabajo 
del que se tiene referencia es de este tipo y es el realizado por Adersson [2] aunque 
solamente se estudiaba el proceso de una carga. Hay que distinguir con claridad en toda 
esta época modelos de E.F. que estudian la fractura, la diferencia fundamental con los 
de fatiga referidos es que el objeto principal es estudiar lo que ocurre en carga máxima 
para establecer criterios de rotura de la grieta y por tanto crecimiento. Si en alguno de 
ellos simulan este crecimiento (por ejemplo ver [139]) no lo hacen completando ciclos 
de carga y descarga, sino manteniendo la carga estable. Se han hecho modelos 
tridimensionales muy complejos pero hay que destacar que la metodología de trabajo es 
completamente distinta por lo que en este repaso los dejaremos al margen. 
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El primer trabajo estrictamente de fatiga con propagación de grieta que se puede citar es 
el de Miyamoto et al. [75], en él se observa el contacto entre nodos aunque no se estudió 
en profundidad el cierre. Este trabajo se continuo posteriormente [116]. 
En esta época escribió Newman su tesis [80] consistente en un modelo de elementos 
finitos en tensión plana de propagación de grieta en el que se incluía el efecto del cierre 
de grieta. Simulaba probetas CCT sometidas a cargas en modo I. El mallado se realizaba 
con elementos triangulares. Se puede considerar éste como uno de los primeros trabajos 
significativos y de mayor impacto con el cual se inicio una línea que poco a poco fue 
desarrollándose y que es la primera referencia en estos temas para todo el que 
posteriormente ha trabajado en ellos. Hay diversas referencias [80 a 86] que responden a 
este trabajo y posteriores. 
Se continuó esta línea de trabajo haciendo modelos más complejos, en los trabajos con 
Fleck se aborda el problema de deformación plana [34 a 36, 114, 115] y en los que 
siguen con Chermahini, Shivakumar y otros [86, 13 a 17]se realizan modelos en tres 
dimensiones. Se plantea, por primera vez, la metodología de cálculo y de análisis de 
resultados, obteniendo relaciones de las tensiones de cierre en tensión plana, en 
deformación plana y con diferentes espesores de probeta en el caso tridimensional. Toda 
esta serie de trabajos se caracterizan por emplear modelos de material elasto-plástico 
perfecto, utilizan como criterio de cierre el contacto de los nodos que simulan 
posicionando muelles y variando su coeficiente. 
En los primeros estudios de Fleck [34 a 36] se aborda por primera vez de manera 
estructurada y profunda el problema de deformación plana. En él se considera que el 
aporte de material es debido a una pequeña deformación plástica en la dirección 
transversal al plano de la probeta. Se encuentran diferencias entre probetas CCP y CT 
en relación a la tensión en la dirección de avance de la grieta (T-stress) que afectan al 
resultado de la apertura o cierre. Se sugiere que no se produce cierre en este estado. 
En cuanto al trabajo de Chermahini [13, 14, 15], lo más destacable es que se aborda el 
problema de manera tridimensional. Es muy meritorio dadas las limitaciones de cálculo 
de esa época. Por primera vez se plantea la metodología de cálculo y de análisis de 
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resultados en tres dimensiones. Se obtienen gráficas que relacionan el cierre en tensión 
plana, en deformación plana y con diferentes espesores de probeta. Se trata de obtener 
una tensión de cierre equivalente para cada espesor a partir del cierre a lo largo de éste. 
Hay que destacar que, quitando algunos trabajos del propio autor con otras 
configuraciones de probetas [17] y alguno más que se indicará posteriormente, son muy 
pocas las referencias en las que se modele el problema en tres dimensiones en fatiga (si 
hay muchos modelos en fractura). 
Paralelamente al trabajo de Newman, se fue desarrollando una técnica similar por parte 
de Ogura, Ohji y Ohkubo [88 a 92]. De nuevo en tensión plana, con elementos 
triangulares aunque con materiales con endurecimiento cinemático. Se abordó el 
problema de cargas de amplitud variable y carga biaxial. Un problema que presentan 
estos trabajos es su bajo nivel de discretización que hace que sus resultados puedan ser 
cuestionables [66]. 
Hay otros muchos que han trabajado el tema en estos años estando caracterizados sus 
trabajos por las limitaciones de las herramientas de cálculo. No se pueden dejar de citar 
los siguientes: Socie [120] que estudia carga constante y variable, Watsberg [132] que 
desarrolla una metodología original para modelar el comportamiento de los nodos del 
vértice, y Nakamura y Kobayashi [79, 52] que analizan el cierre en probetas CT. 
A finales de la década de los setenta aparecen también los trabajos de Nakagaki y Atluri 
[76, 77, 78], la característica principal es que en lugar de mallar con mucha precisión la 
zona del vértice de grieta, utilizan un elemento singular que represente mejor el 
comportamiento de ese punto. Al avanzar la grieta van moviendo ese nodo y van 
remallando en cada paso. Es una línea de trabajo que no se ha visto continuada 
posteriormente en fatiga, restringiéndose a estudios de fractura. Abordaban fatiga en 
Modos I y II. 
Otro trabajo importante de esta época es también el de Blom y Holm [10] que, aunque 
tiene algunas peculiaridades metodológicas, finalmente entroncará con la línea de 
Newman y Chermahini [11, 16, 17]. Son trabajos que combinan estudios experimentales 
y numéricos, tanto en tensión plana como en deformación plana. Analizan probetas CT, 
Fatiga de materiales y cierre de grieta Capítulo 1 
34 
no utilizan muelles en el contacto sino fuerzas de reacción y cambios en las condiciones 
de contorno. Se produce un ajuste aceptable entre resultados numéricos y 
experimentales a excepción de la zona umbral donde se sugiere que el efecto del cierre 
por oxidación cobra importancia.  
Una línea de trabajo muy interesante fue la de autores como McClung y Sehitoglu [65 a 
72, 109 a 113, 126, 54, 55], que unas veces juntos y otras por separado con otros 
colaboradores, van abordando distintos aspectos que en los trabajos anteriores van 
quedando fuera, como son el estudio del tamaño de la zona plástica, tanto en carga 
como comprimida, el cierre fuera del régimen de plastificación de pequeña escala, 
estudio de condiciones umbrales, etc.  
Un trabajo de gran importancia y referencia inevitable para cualquier estudio posterior 
son los artículos escritos por McClung y Sehitoglu en 1989 [66, 67]. En ellos se hace un 
repaso metodológico del proceso de modelado por elementos finitos en fatiga, hacen 
una revisión histórica y de ella y de la propia experiencia de los autores extraen una 
serie de recomendaciones prácticas para garantizar la validez de los resultados. Se 
exponen los resultados obtenidos y la influencia de los modelos en ellos, estudian tanto 
el tamaño mínimo de malla, el esquema de liberación de nodos, la influencia de la 
relación de tensiones o la influencia de las propiedades del material en relación a los 
modelos de plastificación. En algunos aspectos pueden quedar desfasados pero en 
general es un trabajo muy valioso y de gran utilidad. Estos trabajos supusieron una 
concreción metodológica, donde además de clarificar la influencia de diversos 
parámetros de modelado se definieron otros de gran importancia, como es la 
consideración del instante de apertura de la grieta.  
También debemos destacar los trabajos de Sehitoglu y Sun [112, 126] que, además de 
profundizar en el comportamiento del cierre de la grieta en deformación plana, que no 
había sido tratado suficientemente hasta la fecha, fueron los que introdujeron un nuevo 
criterio a la hora de determinar el punto de apertura o cierre de la grieta en función no 
ya de un contacto entre los nodos sino en función del estado tensional en el entorno del 
vértice de grieta. Hasta la aparición del artículo [126] escrito por Sehitoglu y Sun no se 
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define la tensión Ktt como la tensión que marca la apertura de la grieta. Hasta ese trabajo 
y salvo excepciones se había considerado, sin prestarle excesiva atención, que la tensión 
de apertura correspondía al momento en que el último nodo dejaba de estar en contacto. 
En este artículo se define la tensión Ptt (Ktt) como aquella en la que el vértice de grieta 
pasaba de trabajar a compresión a trabajar a tracción. A partir de esta fecha será ésta la 
definición que más a menudo se utilice.  
En adelante y aunque se tratará más en detalle en el capítulo siguiente, distinguiremos 
por medio del subíndice nc (node contact) el primer criterio y por el subíndice tt (tip 
tension) este último criterio. De esta manera Kncop y Kttop representan la carga de 
apertura determinados por cada uno de estos criterios y Knccl y Kttcl el cierre.   
En esta época (finales de los ochenta, primeros de los noventa) se realizan una gran 
cantidad de trabajos consecuencia de la posibilidad de acceso a medios computacionales 
más potentes. Nicholas, Palazotto y Berdnarz [8, 73, 87, 95] abordan el estudio de 
grietas pequeñas y hacen un interesante análisis acerca del punto idóneo para hacer 
crecer la grieta. Hay que destacar algunos otros trabajos entre otros Anquez, Baudin, 
Llorca, Kim [4, 57, 51], etc. 
A partir de aquí podemos decir que la metodología en dos dimensiones está bastante 
desarrollada al igual que los medios computacionales necesarios (el criterio de mallado 
recomendado por McClung y Sehitoglu no supone un exceso de grados de libertad en 
dos dimensiones) y los trabajos que aparecerán posteriormente lo que tratarán es de 
estudiar a fondo diversos aspectos concretos (R, Kmax, sobrecargas, etc.). 
Biner et al. [9] estudiaron el cierre inducido por plasticidad en materiales con dos fases. 
Choi y Song [18] estudiaron el efecto de las tensiones residuales en tensión plana 
liberando el nodo en carga mínima, abordaron el uso de distintos tipos de elementos 
(triangulares y cuadriláteros de 4 y 8 nodos). 
También debemos hacer referencia a los trabajos de Eyllin y Wu [31, 32, 137, 138], 
donde se aborda en profundidad el problema con complejos modelos de plastificación 
para aceros con endurecimientos importantes. Se analiza y estudia no solo el caso de 
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carga constante sino también sobrecargas y subcargas. Son todos modelos 
bidimensionales.   
Tsukuda [128, 129] recoge un criterio nuevo propuesto por Toyosada [127] para 
determinar la tensión de apertura en función de cuando vuelve a plastificar a tracción el 
vértice de grieta demostrando que realmente no aporta mejoras. Estudia el 
comportamiento del cierre con altos R. Son de nuevo modelos bidimensionales en 
tensión plana.  
Park et al. [99] hacen un estudio numérico y experimental, y por comparación de ambos 
definen lo que se denominó tamaño de malla apropiado, sugiriendo que mallados mas 
finos no conducían a resultados más precisos.  
En la misma línea numérico-experimental se sitúa el trabajo de Dougherty et al [26, 27] 
en el que se tratan de correlacionar las variables medidas experimentales con las mismas 
obtenidas de los resultados numéricos. Utilizan un modelo con subestructuras y 
superelementos que permiten un mallado más homogéneo y sin distorsiones. Esto 
permite hacer comparaciones directas con medidas experimentales de apertura y cierre. 
Es además una buena referencia para conocer que se ha hecho hasta la fecha. 
Recientemente podemos hablar de los trabajos de Zhang [141 a 145] en los que además 
del estudio bidimensinal se aborda el análisis del cierre en grietas tridimensionales. Se 
analiza una grieta semicircular en una probeta semicilíndrica. A partir de las 
recomendaciones de modelado en dos dimensiones se realiza un análisis de 
refinamiento de malla [145] estudiando el efecto de sobrecargas. 
Ya se ha citado otro trabajo interesante, el publicado por Wei y James [133] en el que se 
proporcionan resultados obtenidos a partir de modelos numéricos de elementos finitos y 
resultados experimentales, en ellos se puede observar la dificultad de convergencia no 
ya solo entre resultados numéricos y experimentales sino entre los propios resultados 
experimentales según la metodología aplicada en su medición, ya sea por medio de 
galgas en un lateral o en la parte trasera o midiendo desplazamientos.  
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De esta época es también el trabajo de Parry et al. [100] el cual es uno de los pocos que 
ha abordado el problema del cierre inducido por rugosidades por medio de elementos 
finitos. Cobra en este caso especial importancia el modelado geométrico de las 
rugosidades imponiéndose una necesidad de mallado muy alta, produciéndose contactos 
discontinuos a lo largo de los distintos picos. 
Algunas otras referencias interesantes de estos últimos años en dos dimensiones que no 
se deben dejar de citar serían los trabajos de Borrego [12], Pomier [101], Oliva [93] y 
colaboradores. 
Skinner y Daniewizc [117] también estudian el problema tridimensional con grietas 
semielípticas realizando algunos análisis de refinamiento de malla. 
Otro trabajo actual de gran interés es el realizado por Roychowdhury y Dodds [105] 
donde se estudia tridimensionalmente el problema de una grieta plana. Se hace un breve 
estudio de refinamiento de malla y se analizan diversos aspectos que afectan a la 
determinación del cierre en este tipo de problemas. Para reducir el número de grados de 
libertad, no se modela toda la probeta sino únicamente un entorno realizando un análisis 
para determinar cual es la zona que hay que modelar y las condiciones a imponer.  
Por último, hay que hacer mención a los trabajos recientes de Solanki, Daniewicz y 
Newman, en los que se trata de nuevo el problema del refinamiento de malla [123] y se 
aporta una metodología nueva para la determinación de la tensión de apertura en 
función de las tensiones de compresión durante el cierre en carga mínima [124]. 
También es digno de mención el publicado en fechas cercanas [125] en el que se hace 
un repaso actualizado de lo que ha sido el estudio de este problema a lo largo del 
tiempo.  
Como comentario general a todo lo recogido en esta revisión bibliográfica, se podría 
decir que del análisis de los resultados proporcionados por los distintos autores se 
deduce una importante variabilidad en los mismos. En algunos casos debido al uso de 
materiales y probetas con distintas geometrías y propiedades pero en la mayor parte a 
causa de variaciones en la metodología utilizada en la simulación del problema o al 
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procedimiento de interpretación de los resultados. Se trata éste de uno de los puntos más 
delicados a la hora de abordar el problema en el que nos encontramos.  
Respecto a la simulación del problema, el aspecto más crítico es la elección del tamaño 
de elemento mínimo en el entorno del vértice de grieta, que permite mallar la zona 
plástica con mayor o menor definición, elementos más pequeños permiten captar con 
más detalle los gradientes de deformaciones y tensiones en esa zona pero a costa de un 
mayor coste computacional. Igualmente está relacionado con el crecimiento simulado 
de la grieta en cada ciclo, puesto que el avance se modela cambiando las condiciones de 
contorno de un elemento por ciclo (esta es una coincidencia en casi todos los trabajos).  
En cuanto al procedimiento de interpretación de resultados, el principal punto a debate 
es el criterio con el que definir el cierre o la apertura. Tradicionalmente se consideró que 
el contacto del último nodo era el punto que marcaba la apertura o cierre (Knc) y 
posteriormente se planteó que sería más definitorio el cambio en el signo de las 
tensiones en el vértice de grieta (Ktt). Son muchos los enfoques y los intentos por 
correlacionar estos u otros criterios con los resultados experimentales que, como se ha 
descrito anteriormente, presentan ya de por si importantes incertidumbres. 
Con todos estos trabajos recogidos en la bibliografía se ha ido estableciendo una 
metodología más o menos aceptada. Sin embargo, una de las características de los 
resultados reportados es su gran dispersión resultando a menudo hasta contradictorias 
las conclusiones obtenidas. Otro aspecto común son las dificultades encontradas a la 
hora de comparar los resultados numéricos con datos experimentales. No es fácil la 
obtención de estos últimos y aún así el procedimiento implica la interpretación de una 
serie de medidas sobre unas variables que no dejan de ser una expresión indirecta del 
fenómeno que se trata de caracterizar (medidas de deformaciones en diversos puntos de 
la probeta, de desplazamientos COD, CTOD, etc). A esto debemos añadir la influencia 
del espesor de la probeta lo cual hace que no se tenga claro si los resultados numéricos a 
comparar serán los de tensión plana o los de deformación plana, ya que son muy pocos 
los casos en los que se han obtenido resultados en tres dimensiones. 
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En la  tabla 1.1 se reflejan algunos de los resultados obtenidos por distintos autores para 
R entre 0 y 0.5 por ser éstas las relaciones de carga más analizadas. Se indican las 
probetas y materiales empleados, las características generales del cálculo y los criterios 
utilizados para determinar la apertura o cierre. Hay que señalar que la elaboración de 
una tabla tan resumida no ha sido tarea fácil y los resultados se presentan de manera 
indicativa ya que existen muchos factores condicionantes de cada modelo que no es 
posible reflejar aquí. En las referencias citadas, cada autor aporta las debidas 
aclaraciones para la interpretación correcta de estos resultados.   




R = 0, Kncop = 0.5 
y Knccl = 0.72 
R = 0.5, Kncop = 0.7 
y Knccl = 0.76 
Probetas CCT. Aluminio, elasto-plástico 
perfecto. Tensión plana, criterio de 
cierre contacto entre nodos (Knc), 
elementos triangulares. 
Fleck  [36] 
 
R = 0, 
Kncop de 0 a 0.32 
Knccl  de 0 a 0.22 
 
Probetas CCT. Aluminio, elasto-plástico 
perfecto. Deformación plana, criterio de 





R = 0.1 
Interior: Kncop = 0.34 
y Knccl = 0.4 
Exterior: Kncop = 0.56 
y Knccl = 0.6 
Probetas CCT. Aluminio, elasto-plástico 
perfecto. Tres dimensiones, criterio de 
cierre contacto entre nodos (Knc). 





R = 0, 
H/E = 0.01, 
Kncop = 0.3 a 0.52 
H/E = 0.07, 
Kncop = 0.35 a 0.45 y Knccl = 
0.22 a 0.34 
Varias probetas. Acero, endurecimiento 
cinemático. Tensión plana, criterio de 
cierre contacto entre nodos (Knc), 
elementos cuadriláteros. 
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Autor Resultados Características del cálculo 
Sehitoglu y 




R = 0: 
Kncop = 0.15 a 0.67; 
Ktop = 0.5 a 0.7 
R = 0.3: 
Kncop = 0.4 a 0.45; Ktop = 0.6 
Deformación plana 
R = 0: 
Kncop = 0.05 a 0.3; 
Ktop = 0.3 a 0.45 
R = 0.3: 
Kncop = 0.43 a 0.68; 
Ktop = 0.7 a 0.75 
CCP y CT. Acero, endurecimiento 
cinemático, H/E = 0.01 Tensión plana y 
deformación plana, diversos criterios, 
elementos cuadriláteros. 
Eyllin y  
Wu   
[31, 138] 
 
R = 0, 
Kttop = 0.37; Kttcl = 0.4 
Probetas CCT. Acero, endurecimiento 
isotrópico. Tensión plana, criterio de 
cierre Ktt, elementos cuadriláteros. 




R = 0: 
Kncop = 0.54; Kttop = 0.64 
Knccl = 0.67; Kttcl = 0.81 
Deformación plana 
R = 0: 
Kncop = 0.17; Kttop = 0.46 
Knccl = 0.23; Kttcl = 0.57 
R = 0.5: 
Kncop = 0.5; Kttop = 0.63 
Knccl = 0.5; Kttcl = 0.7 
 
Probetas CT. Policarbonato. 
Endurecimiento cinemático. 
Tensión plana y deformación plana, 
diversos criterios, elementos 
triangulares. 
Roychowdhury
y Dodds  
[105] 
R = 0.1 
Interior: Kncop = 0.1 
Exterior: Kncop = 0.45 
Endurecimiento cinemático. Tres 
dimensiones, criterio de cierre contacto 
entre nodos (Knc). Elementos de 8 
nodos. 
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R = 0: 
Tensión plana 
Kncop = 0.4 a 0.6 
Deformación plana 
Kncop = 0.15 a 0.25 
Probetas MT y CT. 
Elasto-plástico perfecto. 
Tensión y deformación plana, criterio de 
cierre contacto entre nodos (Knc) con 
primer y segundo nodo, y evaluando las 
presiones de contacto,  elementos 
cuadriláteros. 
 
Tabla 1.1. Resumen de resultados anteriores 
Como se puede apreciar la variabilidad es amplia y, exceptuando las diferencias que 
puedan ejercer las propiedades de los distintos materiales, ésta es debida a distintos 
enfoques en la metodología. Indudablemente el problema debería conducir a una 
solución única, por tanto uno de los objetivos de este trabajo ha sido analizar la 
influencia de los distintos parámetros que alteran los resultados. Para ello vamos a 
continuación a describir la metodología a seguir y analizaremos los aspectos más 
críticos. 






METODOLOGÍA DE CÁLCULO 
La metodología de cálculo empleada utiliza el método de los elementos finitos. A 
continuación se va a hacer una exposición breve del método en sí, los aspectos 
fundamentales y los que tienen una influencia importante sobre el problema a simular. 
Posteriormente se dará un repaso a los principales puntos del proceso de modelado, se 
comentará la metodología utilizada en trabajos anteriores recogidos en la bibliografía y 
se justificarán las decisiones adoptadas en el presente trabajo. De esta revisión se 
destacarán una serie de aspectos o parámetros de modelado para los cuales el problema 
es muy sensible, que afectan críticamente a los resultados perseguidos y cuyo estudio en 
profundidad será tratado en el siguiente capítulo.  
2.1 GENERALIDADES DEL MÉTODO DE LOS ELEMENTOS 
FINITOS 
Vamos a empezar exponiendo resumidamente los fundamentos del método de los 
elementos finitos en cuanto a su formulación básica y a los objetivos que persigue. En 
primer lugar haremos el planteamiento lineal general y posteriormente abordaremos los 
aspectos relacionados  con el cálculo no lineal.  
Se parte del concepto de sistema discreto para desarrollar las ecuaciones que permiten el 
ensamblaje del sistema global. Tomando como punto de inicio del desarrollo la 
definición de la función de forma de un elemento cualesquiera, expresando brevemente 
el modo de obtener las deformaciones y tensiones a partir de las variables del problema, 
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se llega, a partir de la condición de equilibrio de fuerzas en el sistema, hasta la 
presentación del sistema de ecuaciones finales a resolver. 
Una vez aquí se abordan las particularidades del cálculo no lineal, donde tiene su origen 
en nuestro caso y el tratamiento que le da cada uno de los programas de elementos 
finitos utilizados (ABAQUS y ANSYS). Por un lado, se expone como se acomete la 
resolución del sistema de ecuaciones no lineales obtenidas en el desarrollo anterior, a 
través del método iterativo de Newton-Raphson, y por otro se comentan los 
procedimientos a seguir para determinar la convergencia dentro de cada una de las 
iteraciones de éste. Se finaliza este apartado con unas breves notas acerca de cómo se 
modela el contacto en los problemas de elementos finitos. 
Existe una amplia bibliografía genérica que aborda en profundidad todos estos aspectos 
y que desarrolla con más detalle las ecuaciones mostradas [1, 5, 94, 146]. 
2.1.1 Planteamiento del problema 
El Método de los Elementos Finitos surge como consecuencia de la imposibilidad de 
resolver problemas de medios continuos de forma analítica. Este tipo de problemas está 
gobernado normalmente por ecuaciones en derivadas parciales de cierta complejidad 
que sólo bajo grandes simplificaciones pueden ser integrados analíticamente.  
A veces resulta conveniente separar el sistema que hay que resolver en sus partes 
componentes y estudiar el comportamiento de cada una de estas partes para luego 
deducir el comportamiento del sistema haciendo un ensamblaje. A estos sistemas 
tradicionalmente se les llaman sistemas discretos. Inicialmente el método más popular 
fue el de diferencias finitas, pero paulatinamente el método de los elementos finitos se 
ha convertido en el más utilizado en la actualidad especialmente en la mecánica de 
medios continuos. 
Un sistema discreto supone la reducción de un sistema real de infinitos grados de 
libertad a otro con n grados de libertad cuyo comportamiento sea similar al original, al 
menos en aquellos aspectos que se pretenda que lo represente. A mayor número de 
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grados de libertad mayor concordancia con el sistema real. El grado de discretización 
será siempre un equilibrio entre precisión necesitada y coste computacional, debiendo 
estar equilibrada. 
Por tanto, el M.E.F. podría definirse según la breve descripción anterior sobre la base de 
sus dos características más importantes: 
- División del continuo en un número finito de partes (elementos), cuyo 
comportamiento se especifica mediante un número finito de parámetros. 
- Obtención de la solución del problema completo procedente del ensamblaje de 
los elementos, de la misma manera que en un sistema discreto. 
La discretización se llevará a cabo, en primer lugar, dividiendo el continuo mediante 
líneas o superficies imaginarias. Tras esto se supone que los elementos están conectados 
entre sí mediante un número discreto de puntos, denominados nodos, situados en sus 
contornos. En estos nodos se definirían las variables o incógnitas de nuestro problema. 
En nuestro caso, donde tratamos un problema de elasticidad, la incógnita fundamental 
serán los desplazamientos y fuerzas en estos nodos. 
Dentro de cada elemento finito se establecen un conjunto de funciones que definen de 
manera única el campo de desplazamientos en función de los desplazamientos nodales 
de dicho elemento a través de interpolaciones. Por tanto, estas funciones de 
desplazamientos definirán de forma única el estado de deformación de cualquier punto 
dentro del elemento en función de los desplazamientos nodales, ya que podemos 
obtener éstas de una manera muy sencilla por derivación de los desplazamientos 
calculados a través de las leyes de comportamiento. Estas deformaciones, junto con las 
deformaciones iniciales y las propiedades constitutivas del material, definirán el estado 
de tensiones en todo el elemento y, por tanto, también en sus contornos. 
Por último, se va a determinar un sistema de fuerzas concentradas en los nodos, tal que 
equilibre las tensiones en el contorno y cualesquiera cargas repartidas, obteniendo así 
una relación entre fuerzas y desplazamientos. Estas ecuaciones de equilibrio estarán 
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limitadas al número de grados de libertad considerados y se cumplirán en todos los 
nodos del sistema. 
Requiere una especial atención la elección del número y tipo de elementos. Definir el 
tipo de elemento implica la definición de su forma y del tipo de interpolación a utilizar. 
A igualdad de discretización, el aumento del grado de interpolación dará una mejor 
aproximación a la solución exacta de problema, pero para conseguir esto será necesario 
aumentar el número de grados de libertad del elemento y con ello el tamaño del sistema 
de ecuaciones. Es decir, tenemos dos caminos para mejorar la precisión de la solución 
que requieren alcanzar dos situaciones de compromiso entre número de elementos 
frente a orden de interpolación, por un lado, y entre precisión frente a tiempo de 
procesado.  
Habrá que tener especial cuidado con que las funciones de desplazamientos escogidas 
satisfagan las condiciones de continuidad de los desplazamientos entre elementos 
adyacentes. También hay que tener en cuenta que a la hora de concentrar las cargas en 
los nodos las condiciones de equilibrio sólo se cumplirán para el conjunto del continuo, 
pero puede que no se den localmente. 
Un elemento finito típico e queda definido por sus nodos y por su contorno. Por tanto 
los desplazamientos de un punto interior del elemento se expresarán en función de los 
desplazamientos nodales: 
Considerando un material con comportamiento elasto-plástico perfecto y en condiciones 
de tensión plana, se tendrá: 

































Donde las componentes de N son funciones de posición dadas y ae es un vector formado 
por los desplazamientos nodales del elemento e. Las funciones N, o funciones de forma, 
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hay que escogerlas de forma que al sustituir las coordenadas de los nodos se obtengan 











Recordando que el concepto básico del método es la aproximación de los movimientos 





Siendo ai los movimientos de los nodos del dominio. La elección de las funciones Ψ 
deberá cumplir una serie de propiedades: 
- Deberán ser tales que representen la forma que adquiera el dominio cuando se 
dé un movimiento unidad en uno de los nodos manteniendo nulos el resto. 
Tendrán por tanto un valor unidad en un nodo y cero en los demás del dominio. 
- En el caso de que un nodo pertenezca a dos o más elementos, la función de 
forma asociada al movimiento del nodo coincide en todos los demás elementos 
a los que éste pertenece con las funciones de forma tomadas en el estudio de 
cada elemento. Es decir, las funciones Ψ no serán otra cosa que la 
superposición de las funciones de forma correspondientes al nodo en cuestión 
en los elementos a los cuales pertenece. 
- Una función Ψ correspondiente a un movimiento en un nodo será nula en todos 
los elementos menos en los adyacentes al nodo. En el caso de un nodo interno, 
la función será no nula solo en dicho elemento siendo coincidente con una de 
las funciones utilizadas en el estudio del elemento de forma aislada. 
Conocidos los desplazamientos para todos los puntos del elemento, pueden 
determinarse las deformaciones en cualquier punto. Estas tienen como resultado una 
relación que podrá escribirse como sigue, en forma matricial: 
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 uS ⋅=ε   (2.4) 
Donde S es un operador lineal apropiado. Que también puede expresarse en función de 
los desplazamientos nodales: 
 aB ⋅=ε  (2.5) 
con la siguiente relación: 
 NSB ⋅=  (2.6) 




















































































































  (2.7) 
Una vez determinadas las funciones N, es fácil obtener la matriz B derivando sus 
términos. 
El caso más general es aquel en el que el material dentro del contorno del elemento 
puede estar sujeto a deformaciones iniciales, como las debidas a temperaturas, defectos 
de montaje, retracción, etc. Además es posible que exista un campo de tensiones 
residuales iniciales. De esta forma las tensiones se calcularán como sigue: 
 00 )( σεεσ +−= D       (2.8) 
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Donde D es una matriz de elasticidad que contiene las propiedades del material 
apropiadas. En el caso de la elasticidad lineal esta matriz D es de coeficientes 



























































































En el caso habitual de que el material exhiba un comportamiento no lineal, debido a la 
plastificación esta relación tensión deformación no es lineal y la relación tensión-
deformación dependerá de la historia de cargas, el modelo de endurecimiento, la ley de 
flujo y el criterio de plastificación elegidos. 
Para el ensamblaje de estas relaciones a nivel elemental en el sistema global, se deben 
plantear las condiciones de equilibrio y continuidad correspondientes. Las fuerzas que 
actúan en los nodos deben ser estáticamente equivalentes a las tensiones en el contorno 
y a las fuerzas distribuidas que actúan sobre el elemento. Cada una de las fuerzas 
nodales del elemento en cuestión debe tener el mismo número de componentes que el 
desplazamiento nodal correspondiente y debe ordenarse en las direcciones apropiadas.  
Las fuerzas distribuidas b son por definición las que actúan por unidad de volumen en 
las direcciones correspondientes a las de los desplazamientos u de ese punto. Para 
establecer la equivalencia estática entre las fuerzas nodales y las tensiones actuantes en 
el contorno y las fuerzas distribuidas, el procedimiento más sencillo es aplicar el 
principio de los trabajos virtuales, esto es, imponer un desplazamiento arbitrario 
(virtual) a los nodos compatible con las condiciones de contorno e igualar el trabajo 
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exterior realizado por las fuerzas nodales al efectuado por las tensiones y fuerzas 
distribuidas durante dicho desplazamiento. 
Sea δa un desplazamiento virtual de los nodos. Éste origina desplazamientos y 







⋅=   (2.10) 
El trabajo efectuado por las fuerzas nodales es igual a la suma de los productos de las 
componentes de cada una de las fuerzas por sus correspondientes desplazamientos, es 
decir, en notación matricial: 
 qa
T
⋅δ   (2.11) 
Análogamente, el trabajo interno por unidad de volumen efectuado por las tensiones y 
fuerzas distribuidas es: 
 )( bNBabu
TTTTT
−σ⋅δ=⋅δ−σ⋅δε   (2.12) 
Igualando el trabajo externo con el trabajo interno total obtenido al integrar sobre el 






TTT )()( ∫∫ ⋅−σ⋅⋅δ=⋅δ   (2.13) 
como, según el Principio de Trabajos Virtuales, esta relación es válida para cualquier 







T )()( ∫∫ ⋅−σ⋅=   (2.14) 
A continuación sólo queda realizar el ensamblaje del sistema de ecuaciones a todo el 
continuo, al igual que se hace tradicionalmente en un sistema discreto. Si existen 
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T )(∫ ⋅−   (2.15) 
extendiendo la integral al contorno del elemento. 
Pero este proceso se puede llevar a cabo sobre el continuo completo. Interpretando 
ahora las siguientes relaciones: 
 au ⋅Ψ=   (2.16) 
en la que a representa todos los puntos nodales y e
ii Ψ=Ψ . 
La matriz B se puede definir de forma similar y suprimir la barra suponiendo 
simplemente que las funciones de forma están definidas en toda la región ocupada por el 
continuo. Por tanto ahora es general la expresión del principio de los trabajos virtuales: 







Donde r es un vector de fuerzas concentradas externas, t es un vector que representa 
fuerzas de superficie y b es un vector de fuerzas de volumen. Utilizando las expresiones 
que se han puesto anteriormente se puede extraer el sistema de desplazamientos 
virtuales. 





TTT dVBadAtadVbara )()()( σδδδδ  (2.18) 
teniendo en cuenta las relaciones tensión-deformación y reordenando: 






TTT )()()( ∫∫∫ ⋅Ψ+⋅Ψ=ΨΨ  (2.19) 
con 
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 ∫ ΨΨ= V
TT dVDLLK )(  (2.20) 
y agrupando el resto de términos en la suma de sus fuerzas resultantes tenemos:     
 fKa =  (2.21) 
Aunque la matriz K se obtiene por integración sobre el dominio, puede expresarse 
mediante la suma de las integrales sobre cada elemento: 





TT dVDLNLNdVDLLK )()(   (2.22) 
Debe destacarse que la integración se realiza numéricamente apoyándose en los puntos 
de integración de Gauss. Realmente las tensiones y deformaciones se obtienen en estos 
puntos para luego calcular los valores en los nodos. El esquema de integración utilizado 
tiene, por tanto, mucha importancia en la precisión de estos últimos resultados y resulta 
especialmente crítico e influyente en nuestro caso al trabajar con un punto singular 
como es el vértice de grieta tal y como se verá más adelante. 
2.1.2 El problema no lineal 
Cuando el sistema de ecuaciones obtenido en el apartado anterior resulta ser no lineal 
como consecuencia de la dependencia de los coeficientes de la matriz K con los valores 
de las variables que se pretenden calcular o por un cambio en las condiciones de 
contorno (es el caso del contacto) se hace imprescindible abordar el problema por medio 
de un método de resolución de sistemas de ecuaciones no lineal.  
El método más ampliamente utilizado es el de Newton-Raphson y sus variantes, del que 
vamos a hacer una breve exposición. Para ello consideraremos, de manera abreviada, la 
ecuación (2.2l). 
Partiendo de una solución en equilibrio en un incremento de tiempo n en el que se 
cumple para a = an y f = fn la ecuación anterior, podemos definir una función Φn: 
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nnnn faK −=Φ  (2.23) 
tal que Φn  = 0, ya que 
 
nnn faK =  (2.24) 
Se pretende obtener el valor de an+1 en el siguiente incremento de cálculo en el que f = 
fn+1  = fn + ∆fn. El objetivo por tanto es el cálculo de ∆an de tal manera que se cumpla 
que Φn+1  = 0.  
Si expandimos en serie de Taylor alrededor de la solución aproximada la función Φn+1  
se obtiene: 


























aa  (2.25) 
donde la matriz Jacobiana corresponde a la matriz de rigidez i
nK 1+ . Si despreciamos 
términos de orden superior e igualemos a cero tenemos la manera de obtener i
na∂  en 
cada iteración: 
 ( ) 011 =∂+Φ ++ ininin aKa  (2.26) 
 [ ] ( )ininin aKa 111 +−+ Φ−=∂  (2.27) 




nn aa  (2.28) 
En la figura 2.1 se muestra este proceso de manera gráfica. 
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La determinación de la matriz de rigidez K en cada intervalo da lugar a diversas 
modificaciones del método que afectan a la velocidad de convergencia y de cálculo. 
Cada programa implementa la que considera más conveniente y se puede decir que para 
los cálculos que se han realizado en esta tesis su convergencia era satisfactoria.  
2.1.3 Cuestiones relativas a la convergencia numérica 
Un aspecto de suma importancia en este tipo de problemas es el de garantizar la 
convergencia numérica dentro de cada una de las iteraciones que componen el método y 
como cada programa evalúa la cercanía a la solución exacta del problema. El proceso 
iterativo se basa en una predicción de desplazamiento obtenida de la iteración anterior, a 
partir de ésta se establece el equilibrio de fuerzas y se evalúa el error cometido. 
Dependiendo de esta evaluación se considera alcanzada la convergencia o bien se lleva 
a cabo una nueva iteración. 
Existen diversas comprobaciones de la convergencia según la variable que se utilice. 
Generalmente se utilizan en términos de fuerza (lejanía al equilibrio) o de 
desplazamientos (si son excesivos se duda de que el punto de equilibrio alcanzado sea el 
objetivo). 
Consideremos las fuerzas nodales internas, Fnr, y las fuerzas externas aplicadas, Fa, 
actuando sobre un cuerpo. Las fuerzas internas que actúan en un nodo son causadas por 
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las tensiones en los elementos que confluyen en ese nodo. Con la suma de ambas 
podemos obtener un vector residual R que será el que se compruebe en relación a uno 
de referencia y a unas tolerancias dadas. 
Por tanto se considera que se ha alcanzado la convergencia cuando se cumpla que: 
{ } refRRεR ≤   y/o          { } refuj uεu ≤∆  
siendo:   
{ } { } { }nra FFR −= : vector residual. 
 Rε , uε : tolerancias. 
 Rref, uref : valores de referencia. 
 •  : norma del vector (medida escalar de su magnitud). 
Es decir, se calcula el residual en esa iteración como la diferencia entre las fuerzas 
internas de la estructura y la carga total aplicada. Si el valor de este residual 
(desequilibrio) es cero en cada uno de los grados de libertad del modelo, el punto 
pertenece a la curva carga-desplazamiento y la estructura se encuentra en perfecto 
equilibrio. En un problema no lineal como en el que nos encontramos, el residual nunca 
será exactamente cero para todos lo nodos de la malla, razón por la que el programa 
compara con un valor de referencia y una tolerancia. En el caso de que el residual sea 
menor se entiende que se ha alcanzado el equilibrio. 
Además de esta comprobación, se realizan otro tipo de comprobaciones y controles para 
asegurar que se está llegando a la solución buscada. Entre otros ANSYS y ABAQUS 
implementan controles relativos a fuerzas residuales, momentos, deformaciones 
plásticas excesivas, cambios bruscos en las condiciones de contacto, etc.  
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Hay que indicar que todo este tipo de controles deben adaptarse a la naturaleza y 
características del problema calculado para asegurar que se llega a la solución correcta 
en el mínimo tiempo posible de cálculo. En este sentido y por cuestiones relativas a la 
disparidad de la escala del problema a distintos niveles (tensiones, deformaciones, 
tamaño de malla) el ajuste de estos parámetros ha supuesto una dificultad adicional. 
Ligado a esto está la definición del tamaño de los intervalos de tiempo a calcular. Al 
tratarse de un problema estático, el concepto incremento de tiempo (∆t) no tiene sentido 
físico sino que representa los intervalos en los que se va aplicando la carga.  
En un problema no lineal, la carga y su evolución se introduce con distintos pasos de 
carga (step), dentro de estos, en la mayoría de los casos donde las no linealidades 
intervienen, la aplicación de la carga o condiciones que imponga ese paso no se puede 
realizar de manera brusca ya que sería imposible llegar a la solución correcta por lo que 
se divide el paso de carga en intervalos o incrementos de tiempo (substep). En cada 
intervalo de tiempo se repite el cálculo un número finito de iteraciones.  
Cuanto más pequeños sean los intervalos de carga o tiempo más rápido se llegará a la 
solución en cada incremento pero mayor número de ellos será necesario calcular. Por 
tanto, es preciso llegar a un compromiso entre unos y otros. 
Para ello existen dos maneras básicas de hacerlo, una es imponiéndola el operador en 
función de la experiencia o de las necesidades y condicionantes de los resultados que 
pretenda obtener y otra es dejar hacer al algoritmo de control que tenga el programa de 
manera automática.  
Hay que decir, que esta denominación de control automático no debe llamarnos a 
engaño ya que si bien existen una serie de reglas programadas para tomar decisiones 
para ampliar o reducir los incrementos de tiempo en función de la convergencia del 
problema, el control y entendimiento de los diversos criterios que implementan los 
programas es responsabilidad del operador y su correcto ajuste en problemas con 
importantes no linealidades como éste permite que se alcancen o no los resultados y en 
los tiempos de cálculo mínimos. 
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Los métodos de control automático de incrementos están basados en el hecho de que el 
programa determina de forma automática el tamaño del incremento de tiempo o de 
carga aplicada en función del estado actual del análisis que se considera. Este método 
puede ser aplicado a todo tipo de problemas, tanto dinámicos como estáticos, donde se 
opere con la variable tiempo del programa. 
Este método siempre trabaja ajustando el valor de la variable tiempo, y es a partir de 
este ajuste que las cargas aplicadas son modificadas si es necesario, como ocurrirá en 
nuestra simulación cuando nos encontremos ante rampas crecientes o decrecientes. 
Existen dos características a destacar dentro del algoritmo, una es la determinación del 
intervalo de tiempo óptimo en el siguiente cálculo y la otra es el procedimiento de 
reducción o incremento del intervalo de tiempo en función del número de iteraciones 
necesarias.  
La primera de ellas es concerniente a la habilidad del programa para predecir el 
siguiente incremento de tiempo basándose tanto en el estado actual como en estados 
anteriores del problema. Es decir, dadas unas condiciones en el momento actual tn, y el 
incremento de tiempo anterior, ∆tn, la principal meta a alcanzar por el algoritmo es la 
correcta determinación de ∆tn+1. Esta predicción se calcula obteniendo el mínimo de los 
intervalos de tiempo estimados según diversos criterios (deformaciones plásticas 
máximas, iteraciones en ciclos anteriores, no linealidades activas, contactos activos, 
etc.). 
La segunda característica a destacar es el componente del algoritmo llamado bisección 
del incremento de tiempo. Su propósito es decidir cuando reducir o no el incremento 
actual, ∆tn, y recalcular con un subpaso de menor tamaño. Por ejemplo, partiendo del 
último punto que ha convergido en el tiempo tn-1, la resolución actual comienza con un 
incremento predicho de tiempo de ∆tn. A partir de aquí se desarrollan las iteraciones de 
equilibrio. Ahora bien, si no se alcanza el punto de equilibrio o bien no se anticipa, el 
incremento de tiempo se reducirá a la mitad ∆tn/2 y el análisis comenzará de nuevo a 
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partir del tiempo tn-1 con este nuevo tamaño. Una o más bisecciones pueden darse 
debido a alguna de las siguientes razones: 
- El número de iteraciones de equilibrio llevadas a cabo en el subpaso excede el 
número máximo permitido.  
- No se prevé la convergencia aunque se utilizaran todas las iteraciones de 
equilibrio restantes. 
- Se detecta en la matriz solución una diagonal principal negativa, lo que sugiere 
un estado inestable. 
- Se excede el límite permitido en desplazamiento. 
- Se detecta un elemento demasiado distorsionado. 
2.1.4 Algunas notas sobre el modelado del contacto 
Antes de pasar a la descripción de los modelos numéricos del problema que nos ocupa 
vamos a hacer un breve referencia metodológica a como se trata el problema del 
contacto en el M.E.F. 
Básicamente, el contacto es la restricción impuesta a un nodo para desplazarse más allá 
de una determinada zona del dominio definida por una superficie que puede ser fija o 
móvil, rígida o deformable. Esta limitación está establecida en una única dirección, lo 
que hace que en el cálculo no se sepa a priori si se va a tener que imponer o no dicha 
restricción.  
Se trata, por tanto, de una no linealidad que, además, en sus últimas consecuencias, es 
brusca lo que genera grandes dificultades numéricas. Existen también algunas 
características que complican el problema en función de que se produzcan grandes 
deslizamientos o que aparezca algún tipo de rozamiento que hiciera que la reacción 
dejara de ser únicamente normal a la superficie de contacto. En estos casos el número de 
comprobaciones es mayor y por tanto se incrementa el tiempo de cálculo. 
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En nuestro caso, dado que el contacto que se representa corresponde a una simetría, 
ninguna de las dos situaciones se da por lo que se pasarán por alto y nos centraremos en 
el contacto liso.  
Existen dos tipos de superficies al definir el contacto, una denominada esclava y otra 
maestra (figura 2.2). Los nodos que definen la primera no pueden penetrar en la 
segunda. La selección y definición de cada una de las superficies tiene gran importancia 
en la solución final obtenida y en la convergencia del cálculo.  
Como superficie maestra se suele elegir aquella de mayor rigidez. Esta es realmente la 
superficie de contacto, pudiéndose definir incluso geométricamente.  
La superficie esclava está formada por los nodos a los que se le impone la restricción. 
En el cálculo son estos los que serán chequeados, determinándose la distancia mínima 
normal, h, entre ellos y la superficie maestra. Si ésta es mayor que cero, el cálculo 
seguirá adelante y si es menor el algoritmo actuará de manera que se corrija esta 
posición, bien forzando la posición del nodo con un desplazamiento adicional o bien 
aplicando una fuerza de presión adicional hasta que se alcance el equilibrio en la 
superficie de contacto.   
El aspecto más delicado en este procedimiento de cálculo es la suavización de estas 
condiciones para favorecer la convergencia cada vez que está próximo a producirse un 
contacto. Para ello se definen bandas o zonas alrededor de la superficie maestra en las 
que ya empieza a afectar el contacto (figura 2.3).  
Figura 2.2. Superficie esclava y maestra. 
superficie     
  esclava 
superficie 
maestra 
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Existen dos formulaciones básicas para las relaciones de contacto, una denominada dura 
(hard contact) y otra suave (softened contact). En la figura 2.4 se representan ambas en 
términos de la presión de contacto en función de la separación h.  
La primera se caracteriza por un cambio brusco en las condiciones de contacto, o no 
existe contacto, por pequeña que sea la separación o si se da, el nodo está incluido en la 
superficie maestra. Este tipo de formulación supone mucha rigidez y una gran dificultad 
de convergencia dado que, una vez producido el contacto, la presión está indeterminada 
y puede tener cualquier valor. Además, cabría añadir que resulta discutible que modele 
la realidad con mayor exactitud. 
El contacto suave se materializa en una función de transición continua. A partir de una 
determinada distancia crítica, hc1, se considera que se ha producido el contacto y 
empiezan a aparecer fuerzas de reacción de valor reducido. Si la penetración continua, 
incluso superando la superficie de contacto, la presión se incrementa de forma asintótica 










Figura 2.4. Funciones de presiones de contacto duro y suave. 
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de manera que nunca se llegue a alcanzar una penetración máxima, hc2. Esto aporta una 
banda de transición que suaviza las condiciones numéricas y permite llegar a soluciones 
de equilibrio de manera más rápida.  
La elección de estos parámetros críticos es fundamental para que se alcance un 
resultado que tenga validez real y estará relacionado con la naturaleza del problema, 
dimensiones, desplazamientos relativos, deformaciones, etc. 
2.2 BREVE DESCRIPCIÓN DE LOS MODELOS NUMÉRICOS. 
Antes de abordar con algo más de detalle los aspectos más delicados del modelado se va 
a hacer una breve descripción de los modelos desarrollados tanto en dos dimensiones 
como en tres dimensiones. 
La probeta con la que se ha trabajado es del tipo CT (Compact Tension). En la figura 
2.5 se muestran las dimensiones características de la misma. El factor de intensidad de 
tensiones en modo I (KI) queda definido en función de la carga remota según la 
expresión: 








































  (2.29) 
En la figura 2.6 se esquematiza el problema modelado donde se observa que la zona 
más crítica corresponde al vértice de la grieta donde se produce la mayor concentración 
de tensiones y los mayores gradientes en tensiones y deformaciones. Tampoco se debe 
olvidar que no quedaría completo el modelo sin que se modelara de alguna manera la 
estela plástica que dejó la grieta al crecer. 
En esta figura queda igualmente establecido un sistema de coordenadas de referencia 
relativo al vértice de la grieta para representar los resultados. Se sitúa el origen en el 
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vértice de grieta y valores de x positivos corresponden a la parte por donde creció la 
grieta y valores negativos a la zona posterior. 
Los programas de cálculo empleados a lo largo de esta tesis han sido diversas versiones 
de ABAQUS y ANSYS, ambos son dos programas de propósito general siendo 
reconocida su calidad para la resolución de problemas no lineales y con contacto como 
el que se ha tratado.  
Figura 2.5. Dimensiones de la probeta CT 
a 
1.25w ± 0.005W 
0.275w ±0.005W 
0.275w ±0.005W 
Ø 0.25 w 
b 
0.6w ±0.005W 









vértice de grieta 
zona plástica 
Figura 2.6. Esquema de la probeta CT y de la zona plástica 
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En cuanto al modelado en general, habría que empezar diciendo que debido a la simetría 
de la probeta, solamente se representa la mitad de la misma en dos dimensiones y un 
cuarto en tres dimensiones, imponiéndose las condiciones de contorno correspondientes. 
El proceso de cierre o contacto entre las dos caras de la grieta se modela por medio de 
una superficie de contacto rígida que impide la penetración más allá del plano de 
simetría de la grieta. 
El tipo de elemento utilizado ha sido, en dos dimensiones, elementos cuadriláteros de 4 
nodos con integración completa y con modos incompatibles para evitar problemas de 
modos espurios de deformación, exceso de rigidez a cortante y otra serie de fenómenos. 
Salvo en casos excepcionales y en áreas lejos de la zona plástica no se han utilizado 
elementos de orden mayor para evitar dificultades numéricas en la modelización del 
contacto y en la liberación de los nodos. Indudablemente las conclusiones obtenidas en 
cuanto a tamaño de elemento en este trabajo están ligadas a elementos lineales pero 
deben ser extrapolables al caso de utilizar estos elementos cuadráticos.  
En dos dimensiones, se ha evitado el uso de elementos triangulares constantes, 
permitiéndose únicamente en zonas alejadas del vértice de grieta, con comportamiento 
elástico durante todo el proceso y con objeto de evitar problemas en el mallado en las 
zonas de transición. Con ello se evitaban distorsiones importantes o un elevado número 
de elementos en zonas que no lo requerían y que terminaban penalizando el cálculo en 
exceso y sin aportar mayor precisión. 
En la figura 2.7 se representan dos mallados realizados con ABAQUS, en ellos se 
pueden ver las distintas zonas en las que se divide el modelo para poder conseguir la 
correcta transición de tamaño de elemento de unas zonas a otras. Se puede ver el 
mallado tan fino que es necesario realizar en el entorno del vértice de la grieta (más 
adelante se tratará este aspecto con detalle).  
A lo largo del desarrollo del trabajo se ha ido mejorando la transición, comprobándose 
como condicionantes de mallado que inicialmente se imponían no afectaban a los 
resultados. Ello se ha traducido en una reducción paulatina del número de elementos y 
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por tanto del coste computacional. El primer modelo que se muestra en la figura 2.7 
tiene un total de 8715 elementos mientras que el segundo tiene 4929.  
En la figura 2.8 aparecen dos modelos realizados en este caso en ANSYS. Con ellos se 
ha conseguido una reducción mayor del número de elementos, el primero tiene 3645 
mientras que el segundo se ha reducido hasta los 1249, todo ello sin afectar a la 
fiabilidad de los resultados como se ha indicado anteriormente. 
En tres dimensiones el procedimiento de mallado es, en parte, similar al anterior aunque 
presenta ciertas complicaciones relacionadas con el mallado en la dirección del espesor 
Figura 2.7. Mallados con ABAQUS 
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que hacen que no sea simplemente extender en una dimensión los mallados anteriores 
en el plano.  
La gran disparidad de tamaños de los elementos en el plano (de ordenes de 1000 a 1) se 
trasforma en un problema evidente a la hora de mallar el espesor. Suponiendo 
establecida una exigencia de mallado determinada en la dirección del espesor, si todos 
los elementos cobraran igual altura, nos encontraríamos con elementos prácticamente 
lineales y otros que serían placas.  
Figura 2.8. Mallados con ANSYS 
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Si consideramos que los elementos mayores son 1000 veces los menores y mallamos el 
espesor con un tamaño de 10 veces el menor elemento, nos encontraríamos con que en 
el vértice de grieta tendríamos elementos muy estirados con proporciones de 10 a 1 de  
lado (inaceptable, especialmente en esa zona).  
Pero además nos encontraríamos en las zonas alejadas, un gran número de elementos 
con proporciones de láminas (el espesor es una centésima de las otras dimensiones). Los 
elementos sólidos no se comportan bien en ninguno de los casos anteriores además de 
que se estaría generando un altísimo número de elementos con un coste computacional 
inabordable. 
Todo ello obliga a realizar una transición también en el número de divisiones en la 
dirección del espesor. Para ello se ha subdividido la probeta en dos zonas distintas, una 
en el entorno del vértice de grieta que ha sido mallada de manera ordenada con 
elementos hexaédricos y siguiendo todas las exigencias en cuanto a tamaño mínimo de 
malla, y una segunda zona, mallada con elementos tetraédricos que permiten 
transiciones más bruscas.  
Para la unión entre ambas zonas se ha utilizado lo que se denomina en ABAQUS tied 
contact (contactos forzados o fijados) que son superficies dentro del dominio del 
modelo que se pueden deformar con él pero que no obligan necesariamente el 
posicionamiento de los nodos coincidentes en una cara u otra de la superficie.    
Se pueden ver diversas vistas de estos modelos en las figura 2.9. Hay que indicar que, a 
pesar del procedimiento de mallado realizado, el número de elementos se dispara siendo 
37832 en el modelo de 3 mm de espesor (que se ha mallado la mitad del espesor), 64016 
en el de 6 mm y 148848 en el de 12 mm. 
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Figura 2.9. Mallados tridimensionales 
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Los elementos hexaedros utilizados son de 8 nodos con modos incompatibles e 
integración completa, y los tetraedros han sido fundamentalmente de 8 nodos para 
aumentar el orden de los mismos y, por tanto, la precisión. Hay que indicar que estos 
siempre se encontraban lejos de la zona plástica y sin intervenir en el contacto. 
El aspecto más delicado en la discretización es el mallado de la zona plástica. 
Tradicionalmente se realiza un mallado homogéneo que cubra toda la estela con 
elementos muy regulares de manera que se evite cualquier tipo de error numérico. En la 
figura 2.10 se puede ver esquemáticamente este aspecto.  
Esta rejilla regular implica un alto coste en número de elementos (del orden del 50 % 
del total del número de elementos). Este condicionante, se ha ido relajando conforme se 
adquiría experiencia en el modelado, mostrándose innecesario el mallado fino de toda la 
zona plástica e incluso permitiéndose una leve transición en el tamaño de los elementos 
al alejarse del vértice de la grieta (figura 2.11).  
Figura 2.10. Mallado regular de la zona plástica 
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Ello ha permitido la extraordinaria reducción en el número de elementos empleados en 
los modelos mostrados en dos dimensiones, reduciendo en este caso de manera 
significativa los tiempos de cálculo. También ha sido la causa que ha permitido que en 
los modelos tridimensionales se alcancen las exigencias de mallado que se han obtenido 
con el estudio bidimensional, haciendo que los tiempos de cálculo se mantengan dentro 
de lo aceptable. 
2.3 METODOLOGÍA Y PARÁMETROS CRÍTICOS. 
Pasamos ya en este apartado a particularizar más en detalle la aplicación del método de 
los elementos finitos al problema de crecimiento de grieta en fatiga incluyendo el efecto 
del cierre de grieta inducido por plasticidad. 
Figura 2.11. Tipos de mallado de la zona plástica 
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De manera general, se puede decir que son dos los puntos críticos característicos de 
estos problemas:  
- Debido a los gradientes de tensiones y deformaciones que se producen en la 
zona que rodea el entorno del vértice de grieta, existe la necesidad de realizar 
un mallado muy fino en este área. 
- Por otro lado, la imposibilidad de calcular los miles de ciclos de carga-
descarga implicados realmente en el proceso de propagación de la grieta en 
fatiga, se hace necesario reproducir este fenómeno por medio del cálculo 
discontinuo de ciclos, entre los cuales extendemos, de manera arbitraria, la 
longitud de la grieta una cantidad superior a la que le correspondería en la 
realidad. 
El primer punto hace que el tamaño de elemento sea un aspecto muy crítico en la zona 
alrededor del vértice de grieta (la zona plástica) siendo necesario realizar mallados muy 
finos. Estos mallados suponen además un problema para hacer la transición a zonas 
alejadas, con objeto de no penalizar el tiempo de cálculo con un exceso de grados de 
libertad donde ya no son necesarios (figuras 2.7, 2.8 y 2.9).  
Por otro lado, no es posible modelar de manera completa el proceso de carga real, lo que 
hace que realmente se simulen ciclos discontinuos, quedando entre simulaciones 
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Figura 2.12. Ciclos intermedios no simulados mediante el M.E.F. 
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Figura 2.13. Liberación de los nodos y extensión de la estela 
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Se considera el crecimiento de la grieta como la liberación de un nodo, siendo este 
crecimiento, por tanto, del orden de la magnitud de la malla (figura 2.13). Esto hace que 
el resultado sea una envolvente que en mayor o menor medida representará a la 
realidad. Todo ello obliga a tener que precisar mucho, en que condiciones se va a 
simular la grieta, tipo y ciclos de carga, modelado del contacto, estela plástica, proceso 
de avance de la grieta, etc. 
A continuación, en este capítulo vamos a hacer un repaso de todos los aspectos que hay 
que considerar con objeto de tener un modelo válido. Se pretende recoger de la 
bibliografía la experiencia acumulada en este sentido, destacar la influencia que 
presenta en los resultados e indicar como se ha resuelto en el presente trabajo.  
En todo el desarrollo se destacan una serie de parámetros de cálculo que requieren un 
estudio particular debido a que o bien no han sido bien resueltos previamente en la 
literatura o se ha encontrado la necesidad de abordarlos en más detalle.  
Estos aspectos serán abordados con mucha mayor profundidad en el siguiente capítulo 
donde se recogen los resultados y conclusiones de estudios más pormenorizados. Es el 
caso, por ejemplo, del avance de grieta por ciclo, relacionado directamente con el 
tamaño de malla mínimo, y el avance total de grieta que corresponde a la longitud de 
estela plástica simulada en el modelo.  
2.3.1 Mallado y tamaño de elemento  
Este es el primer aspecto que se percibe de un modelo de elementos finitos, la 
distribución del medio continuo en una serie de elementos. En este caso, la 
característica fundamental es que si pretendemos captar el fenómeno de plastificación 
que se produce en el borde de grieta nos vemos obligados a mallar esta zona con un 
tamaño de elemento muy pequeño.  
Junto a ello, si no queremos penalizar en exceso el coste computacional es preciso 
realizar una transición grande y violenta desde estas zonas hasta las más alejadas, lo que 
se traduce en grandes distorsiones entre elementos cercanos y lejanos al vértice. Por 
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último, existe una tercera zona que se debe cuidar y que se corresponde con el área en el 
que se aplica la carga. 
La referencia de escala para definir el tamaño mínimo de elemento es el radio plástico, 
como zona de plastificación en el frente de la grieta se ha utilizado el radio plástico de  
















pi   (2.30) 
Donde α definiría un factor de constricción cuyo valor es 1 en tensión plana y 3 en 
deformación plana. 
En las figuras 2.14 a 2.17, se presentan diversos mallados de la  probeta CT (con w = 50 
mm) sobre la que se ha realizado el estudio.  En el ejemplo que se muestra en la figura 
2.14 el radio plástico se ha dividido en 20 elementos en torno a 0.02 mm, considerando 
el radio plástico de tensión plana (Kmax = 10 Mpa·m
1/2  y a = 20 mm) lo que supone una 
transición con una relación entre elementos de más de 100 a 1. Si consideramos el caso 
de deformación plana en el que el radio plástico es la tercera parte,  las condiciones son 
más extremas aún.  
Se observa que, como criterio general, se procura que exista una zona de mallado 
homogéneo y uniforme, sin distorsiones, alrededor del vértice de grieta dado que es en 
esta zona donde será necesaria mayor precisión. Es en esta zona donde aparecen los 
gradientes mayores tanto en tensiones como en deformaciones.  
Es interesante comentar como, habitualmente, lo que se suele utilizar para mallar el 
vértice de grieta es una rejilla homogénea y regular (ver figuras 2.14, 2.15 y 2.16). Sin 
embargo, en el siguiente capítulo se verá como esta condición no es tan rígida y no es 
necesario mallarlo de manera tan regular sino que el resultado está directamente 
relacionado con el tamaño del último elemento del vértice de grieta pero no con los 
previos y posteriores.  
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Figura 2.14. Mallado con ABAQUS, 8715 elementos 
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Figura 2.15. Mallado con ABAQUS, 4929 elementos 
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Figura 2.16. Mallado con ANSYS, 3645 elementos 
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Figura 2.17. Mallado con ANSYS, 1249 elementos 
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Figura 2.18. Mallado con ABAQUS, probeta de 3mm de espesor, 
 37832 elementos 
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Figura 2.19. Mallado con ABAQUS, probeta de 12 mm de espesor,  
148848 elementos 
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Ello permite plantear otras estrategias de mallado que hacen que se reduzca el número 
de elementos ostensiblemente y facilita el cálculo en tres dimensiones. En nuestro caso, 
inicialmente se ha mallado de manera homogénea y posteriormente se estudió la 
posibilidad de reducir el número de elementos introduciendo una cierta progresividad en 
la reducción del tamaño de los elementos cuando nos acercamos al vértice.  
En la figura 2.17 se muestra este tipo de mallado. Con un tamaño mínimo de elemento 
de 10 µm, similar al del la figura 2.16, se consigue reducir a la tercera parte el número 
de elementos y, por tanto, de grados de libertad, tal y como se ha comentado 
previamente. En el siguiente capítulo se ahondará de nuevo en este aspecto 
comparándose los resultados obtenidos de una manera u otra. 
Figura 2.20. Aplicación de las cargas 
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Por último, en la figura 2.18 se puede ver un modelo en tres dimensiones con todos los 
aspectos señalados, en este caso corresponde a una probeta de 3 mm de espesor. En la 
figura 2.19 se muestran otros aspectos del mallado esta vez con una probeta de 12 mm. 
Se pueden ver las diferencias de elementos, el mallado de la rejilla y la forma de los 
elementos más pequeños. 
En relación al mallado del área donde es aplicada la carga, el único aspecto que hay que 
cuidar es distribuir la aplicación de la misma carga entre un número suficiente de 
elementos de manera que se evite la plastificación de alguno de ellos por cargas 
puntuales aplicadas en los nodos (figura 2.20). No se han observado diferencias en los 
resultados en relación a la forma del reparto de la carga siempre y cuando se garantice 
que se está en régimen elástico. En la figura 2.21 se observan las concentraciones de 
tensiones en los nodos de aplicación de las cargas que no tienen ninguna influencia en 
los resultados a no ser que produzcan plastificaciones. 
En cuanto al tamaño de elemento en si, y aunque cada autor ha tratado de justificar el 
mallado utilizado, existen diversos estudios específicos publicados sobre refinamiento 
de malla [66, 67, 83, 145]. 
Figura 2.21. Concentración de tensiones en los nodos de aplicación de la carga 
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El más conocido y extendido es el de McClung [66], en él se recomienda dividir la zona 
plástica en un número de elementos que oscila entre 20 elementos triangulares ó 10 
elementos lineales. Esta recomendación fue establecida con objeto de conseguir una 
correcta representación de la zona plástica a compresión y ha sido comúnmente 
admitida en la mayoría de los trabajos  posteriores. Éste fue el punto de partida a partir 
del cual empezar a abordar el problema, sin embargo, debido a la mayor capacidad de 
cálculo de los equipos actuales, uno de los objetivos de este trabajo fue comprobar su 
validez, analizando la tendencia de las tensiones de apertura y cierre, al continuar 
disminuyendo el tamaño de los elementos de la malla en la zona plástica, como se verá 
más adelante. 
Si hacemos mención a los resultados obtenidos por otros autores podríamos empezar 
por el trabajo de Newman [83]. En él se hace un primer estudio de convergencia de 
resultados con modelos en tensión plana, para ello establece tres modelos con tres 
mallados diferentes. Con cada uno de ellos se calcula con distintos niveles de carga. Los 
valores de las tensiones de apertura (figura 2.22), para R = 0, oscilan entre 0.1 y 0.6, si 
bien la mayoría de los resultados se encuentran en una franja entre 0.4 y 0.5. Los 
resultados más bajos corresponden al mallado más basto y con la carga menor, mientras 
que los más altos se dan con los mallados finos con cargas diversas. Los resultados con 
carga máxima son los más estables. 
De todos los datos reflejados, es destacable que no se aprecia con claridad una tendencia 
de comportamiento en las tensiones de cierre. Para el tamaño de elemento mayor 
(mallado I) aparece un comportamiento aparentemente asintótico pero esta tendencia no 
se confirma con el resto de los mallados más finos.   
Como comentario a estos resultados, hay que indicar que es difícil detectar la influencia 
del mallado porque se caracteriza éste en términos de un parámetro absoluto y no en 
relación a la escala del problema que viene marcado por el tamaño de la zona plástica, 
el radio plástico (rp), y por tanto está influido por el nivel de carga máximo. De esta 
manera los resultados obtenidos para un mismo mallado absoluto se podrían representar 
Capítulo 2 Metodología de cálculo 
83 
en función de la carga máxima y, por tanto, en función del número de divisiones del 
radio plástico.  
Si representamos estos resultados sin escala horizontal pero ordenados de manera que 
sigan cualitativamente un nivel de mallado adimensionalizado (para un mismo mallado, 
mayor carga representa mayor número de divisiones de la zona plástica), obtendríamos 
algo parecido a lo que se muestra en la figura 2.22. En ella se puede ver como hay una 
primera tendencia de subida, una zona de máximos resultados y una tendencia final de 
bajada. Hay que indicar que una de las primeras conclusiones obtenidas en nuestros 
trabajos previos es que el nivel de carga máxima no afecta a los resultados si se hace 
uso de un mismo criterio de mallado adimensional (este aspecto será abordado en mayor 
profundidad más adelante). 
McClung [66] abordó también el problema del tamaño óptimo de malla. Utilizó para 
ello un acero con endurecimiento cinemático con H/E = 0.07. Centró el estudio en dos 
tamaños de malla distintos, con cada uno de ellos realizó cálculos con distintos niveles 
de carga. Para cada mallado observó valores de tensión  de apertura anormalmente altos 














Mallado I Mallado II Mallado III
Figura 2.22. Resultados obtenidos por Newman para distintos mallados [83] 
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con carga pequeña que, al aumentar ésta, se reducían tomando una tendencia paralela 
aunque decreciente con el nivel de carga.  
Superando la zona en la que aparecen estos máximos interpreta que el tamaño de malla 
es el correcto estableciendo una relación con el radio plástico y una recomendación que 
se traduce en que ∆a/rp < 0.05 para elementos triangulares constantes y ∆a/rp < 0.1 para 
elementos cuadriláteros lineales, siendo ∆a el avance de grieta por ciclo y por tanto el 
tamaño de elemento mínimo. Estas conclusiones se apoyan también en los resultados 
obtenidos por Newman y se justifican en la necesidad de mallar adecuadamente la zona 
plástica, especialmente durante las plastificaciones a compresión del ciclo de descarga 
que afectan a una zona de un tamaño aproximado de la cuarta parte del radio plástico. 
Hay que indicar que estos resultados plantean una serie de preguntas sin resolver ya que 
para un mismo estado de carga, según el tamaño de malla, unas veces el mallado más 
fino presenta resultados mayores y en otras es al revés, con diferencias importantes y sin 
que exista ninguna explicación aparente.  
Por último, se debe hacer mención a uno de los pocos trabajos en los que se hace un 
estudio de refinamiento de malla en tres dimensiones [145], en él se comparan diversos 
mallados y en función de la convergencia de los resultados se da por válido un tamaño 
determinado. No obstante no se proporciona un criterio de malla específico y el estudio 
se encuentra bastante limitado por el coste computacional. Se modela una probeta 
semicilíndrica con una grieta central semicircular.  
Volviendo al presente trabajo, hay que decir que el tamaño mínimo de malla se 
convirtió en uno de los aspectos que más atención requirió, no ya solo porque los 
resultados encontrados en la bibliografía no resultaran concluyentes sino también 
porque los medios actuales de cálculo permitían abordarlo en una mayor profundidad y 
amplitud que anteriormente. Además se trata de un parámetro que tiene una importante 
influencia en muchos otros aspectos del modelado que se detallarán más adelante. En el 
siguiente capítulo se recoge en detalle el trabajo dedicado a su estudio. 
.  
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Figura 2.23. Modelos de comportamiento del material 
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2.3.2 Modelo de comportamiento plástico del material 
El modelo de comportamiento plástico del material es un aspecto muy a tener en cuenta 
debido a que se producen deformaciones plásticas importantes y a que son reversibles 
en la zona cercana al vértice de grieta. Esto hace que la adecuada representación de sus 
propiedades sea imprescindible para darle validez a los resultados.  
En la bibliografía se recogen numerosos estudios con diversos materiales, 
indudablemente la recomendación en cada caso es tratar de representar el 
comportamiento real de cada material y adaptar a ello la metodología de cálculo, 
procurando no penalizar su coste computacional  
Este trabajo se ha basado fundamentalmente en el modelado de una aleación de 
aluminio con muy poco endurecimiento, la aleación Al 2024 T351 (E = 73.5 Gpa, σy = 
425 Mpa, K’ = 685 Mpa, n’ = 0.073, figura 2.23). Este material ha sido modelado 
Figura 2.24. Influencia del endurecimiento 
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numéricamente de diversas formas.  
Por cuestiones de simplicidad, se utilizó inicialmente un modelo elasto-plástico perfecto 
(que identificaremos en los resultados como EPP). Como se detallará más adelante la 
indeterminación en deformaciones que supone este tipo de modelo terminó siendo un 
problema que afectaba a la convergencia de los cálculos y proporcionaba resultados 
imprecisos. 
Con modelos con un leve endurecimiento se corregían estos problemas siendo además 
más realista la representación del material. Utilizamos un modelo con endurecimiento 
isotrópico con H/E = 0.007 que encaja muy bien con el comportamiento real del 
aluminio Al 2024 T351 utilizado en ensayos experimentales. Se ha modelado con una 
curva bilineal (Bih) y con otra representación trilineal (Tih). No obstante los resultados 
obtenidos con y sin endurecimiento son equivalentes.   
Se hizo un primer estudio sobre la influencia del endurecimiento que se muestra en la 
figura 2.24 donde se pueden apreciar dos aspectos importantes analizando los resultados 














Kttop isotrópico R=0.1 Kttop cinemático R=0.1
Kttop isotrópico R=0.3 Kttop cinemático R=0.3
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en términos de tensiones de apertura y cierre. Por un lado, se observa con claridad que 
todos los valores se reducen al aumentar el endurecimiento, sin embargo, por otro lado, 
en la zona con relaciones H/E < 0.01 los resultados son sensiblemente similares. En 
nuestro caso el endurecimiento cíclico real del material es de un orden de H/E = 0.007 
por lo que nos encontraríamos en esta zona y, por tanto, se puede considerar que la 
influencia es despreciable para los cálculos que afectan a este material. 
Posteriormente, se profundizó también en la influencia de utilizar reglas de 
endurecimiento cinemático o isotrópico detectándose diferencias apreciables a partir de 
relaciones de endurecimiento H/E > 0.03 [39]. En las figuras 2.25 y 2.26 se muestran 
los resultados correspondientes a R = 0.1 y R = 0.3 en tensión y deformación plana 
respectivamente. Se puede ver como para valores con poco endurecimiento existe una 
convergencia entre los resultados independientemente de la utilización de un modelo u 
otro. Para endurecimientos significativos es necesario afinar y ajustar correctamente el 
modelo de manera que se ajuste lo más fielmente a la realidad.  
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Además de esto se estudiaron aspectos ligados al fenómeno del endurecimiento que, a 
priori, podían tener influencia sobre el cierre, es el caso de la repetición de ciclos de 
endurecimiento sin avanzar la grieta, tanto en situaciones intermedias (al generar la 
estela) como al final (antes de dar por válida la situación del vértice de la grieta a partir 
de la última liberación del nodo). En ningún caso se observó un efecto significativo más 
allá de cuestiones relacionadas con el cálculo numérico, dando validez a la metodología 
establecida.   
2.3.3 Ciclos de carga y crecimiento de grieta 
Normalmente se simulan ciclos de carga constante, con o sin avance de grieta. Muchos 
trabajos han simulado el efecto de sobrecargas, subcargas y distintos bloques de carga.  
En este trabajo se presentan resultados únicamente con carga constante con avance de 
grieta. Cada rampa del ciclo supone la resolución de un problema no lineal lo que 
implica un coste computacional alto. Queda por ello descartado, por el momento, el uso 
del método de elementos finitos como medio de cálculo ciclo a ciclo de la vida a fatiga. 
En nuestro caso, hemos supuesto carga constante, habiéndose estudiado, para distintas  
Kmax fija, la influencia de la relación de tensiones R = Kmin / Kmax, entre 0 y 1. En todo 
momento se hace uso del factor de intensidad de tensiones KI en modo I, como medio 
para referirnos a los niveles de carga, de esta manera se adimensionaliza el problema 
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eliminando la influencia del tamaño real de la probeta.   
El avance de grieta se realiza cambiando las condiciones de contorno, normalmente se 
libera un nodo por ciclo con objeto de que el campo de deformaciones sea lo más 
continuo posible (figura 2.27). Se hicieron pruebas con el fin de ahorrar ciclos de carga 
de manera que se liberaran varios nodos en cada ciclo, obteniéndose resultados 
discontinuos que se desecharon.  
Se ha discutido mucho sobre la idoneidad del instante en que se libera el nodo. Aunque 
se podría realizar en cualquier instante del ciclo, los dos momentos más lógicos serían al 
finalizar el ciclo de carga o al finalizar el ciclo de descarga.  
Un estudio interesante a destacar es el de Palazotto [95] en el que se analizan distintas 
posiciones intermedias de liberación del nodo, tanto en el proceso de carga como en el 
de descarga. Finalmente llega a la conclusión de que el más idóneo es la liberación en el 
98 % de la carga por cuestiones fundamentalmente de convergencia numérica. 
Se han hecho trabajos en los dos sentidos siendo la conclusión generalizada que el punto 
idóneo para liberar el nodo es el momento de máxima carga, aunque su influencia es 
prácticamente despreciable. Hay que decir que además de poseer mayor sentido físico 
(la grieta crece más cuando está más cargada), en este punto existen menos 
posibilidades de inestabilidades numéricas ya que el nodo liberado está traccionado y la 
tendencia será a separarse del contacto (ver esquema en la figura 2.27). 
En este sentido, hay que destacar que el modelo de comportamiento del material tiene 
especial importancia en este caso. En materiales con poco endurecimiento, la 
estabilización es casi inmediata y nuestra experiencia es que no tiene mayor influencia 
en los resultados. En este sentido, en el siguiente capítulo se recogen los resultados de 
un análisis específico sobre este punto para distintos tamaños de malla. 
En cuanto a la aplicación de la carga, se comprobó que si una vez liberado el nodo en el 
punto más alto se permitía un paso adicional con carga constante en el que se 
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estabilizaran estas nuevas condiciones de contorno, la convergencia en el posterior 
proceso de descarga se veía favorecida (figura 2.27). 
Con objeto de no introducir efectos transitorios violentos en los primeros ciclos de carga 
(en que el material, de manera poco realista, plastificaría más al no haber sido 
plastificado a compresión anteriormente) se procede con un aumento paulatino de la 
carga hasta llegar al valor máximo estacionario.  
Se ha realizado y estudiado este crecimiento de varias maneras (extendiéndolo una 
mayor o menor longitud de grieta y variando el proceso de elevación de la carga) pero, 
básicamente, el esquema más utilizado es el que se muestra en la figura 2.28 que ha 
presentado una buena respuesta en cuanto a reducción de efectos transitorios sin un 
elevado coste computacional. 
Por último, indicar que no se utiliza criterio alguno para decidir la liberación o no del 
nodo del vértice de grieta, ésta se hace crecer de manera continua de un ciclo a otro.  
Antes de pasar al siguiente punto, es interesante volver a incidir en que la longitud 
numérica de avance es una longitud de un orden mucho mayor a la que se produce 
realmente en cada ciclo en el crecimiento continuo real de la grieta (figura 2.12), siendo 
por tanto este punto una discontinuidad en el proceso de cálculo que puede repercutir en 
los resultados. Por ejemplo, uno de los casos estudiados en deformación plana, con R = 
0 y K = 30 Mpa·m1/2, el avance discreto de grieta en nuestro modelo es de 12.5 µm/ciclo 
mientras la velocidad de crecimiento real es de 1.3 µm/ciclo, entre cada ciclo de carga 
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descarga simulado ocurren en la realidad 10. En tensión plana las diferencias son más 
acusadas, con R = 0 y K = 10 Mpa·m1/2, y el mismo mallado, ∆ai = 12.5 µm/ciclo, la 
velocidad es de da/dN = 0.2 µm/ciclo, existiendo unos sesenta ciclos entre los simulados 
en el modelo de cálculo.  
2.3.4 Simulación del contacto 
La modelización del contacto entre las superficies que cierran es un aspecto intrínseco 
al fenómeno que se quiere simular (el cierre de grieta). Se introduce con ello una 
discontinuidad brusca y por tanto una no linealidad importante. Tradicionalmente ha 
sido un punto crítico que se ha ido salvando con diversos procedimientos de manera que 
el coste computacional no fuera muy alto, como, por ejemplo, la introducción de 
muelles en las posibles zonas de contacto de manera que cuando los nodos no 
sobrepasaban las zonas límites la constante del muelle era prácticamente cero y cuando 
llegaban a sobrepasarla esta constante cambiaba bruscamente pasando a ser muy grande, 
de esta manera se permitía una leve penetración, que suavizaba las condiciones de 
continuidad, a un coste computacional muy reducido [34, 80, 81]. 
Hoy día casi todos los programas comerciales disponen de procedimientos que simulan 
el contacto de manera sencilla para el analista, siendo únicamente destacable el hecho 
de que se le debe prestar la atención debida con objeto de no tener problemas numéricos 
ó de convergencia de resultados. En nuestro caso los programas de cálculo utilizados 
han sido ABAQUS y ANSYS y ambos resuelven de manera muy satisfactoria este 
problema como ha quedado ya expuesto [1, 5]. En todos los casos se ha utilizado una 
función de contacto suave con una penetración máxima permitida menor de 10e-11 m. 
En la figura 2.29 se puede ver un modelo en tres dimensiones donde se observa la 
superficie de contacto inferior (superficie plana rígida). 
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Figura 2.29. Modelado de la superficie de contacto en 3D 
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 2.3.5 Estela plástica 
El fenómeno del cierre de grieta se produce cuando entran en contacto las superficies 
por donde avanzó la grieta dejando a su paso una zona de material plastificado, la estela 
plástica (figura 2.6). Resulta por tanto imprescindible simular esta estela si se desea 
estudiar el cierre de grieta en fatiga, siendo además preciso que la estela generada 
responda cuantitativamente a la real.  
Cuando se aplica el primer ciclo de carga numérico, en este punto el material está virgen 
y en un estado muy lejano a la realidad, supuesto un problema de fatiga con carga 
constante. Dependiendo de lo largo que sea este avance previo, el efecto que la estela 
simulada tiene sobre el comportamiento de la grieta será más cercano a la realidad. Por 
tanto, cualquier aspecto que influya en el nivel de deformación plástica en los ciclos 
previos al que se toman los datos y se mide el cierre resulta determinante. 
Siendo precisos, esta estela se corresponde en la realidad a una longitud grande a través 
de la cual la grieta fue creciendo durante miles de ciclos (que ya ha quedado patente que 
no es posible simular numéricamente). Se ha hecho un amplio estudio con objeto de 
determinar cual debía ser la longitud de estela a simular, grandes longitudes implican 
costes computacionales altos por lo que se trataba de un parámetro cuyo valor era 
importante ajustar. 
En la figura 2.30 se representan dos cálculos con dos estelas diferentes y cuyos 
resultados deberían ser similares. En el caso de que lo fueran, el cálculo con la estela 
larga estaría injustificado desde un punto de vista de coste computacional, en caso 
contrario se haría necesario otro cálculo con mayor longitud de estela.  
En la mayoría de los trabajos realizados anteriormente, no se analiza si el efecto de la 
estela simulada es el mismo que el de la estela real, únicamente se busca la 
estabilización de los resultados numéricos obtenidos, momento en el que se dan por 
válidos estos. 
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En nuestro caso, tal y como será descrito en un apartado posterior en el siguiente 
capítulo, se ha abordado este aspecto con detalle adaptando la manera de enfocarlo. Para 
ello, a partir de un único mallado del modelo, ajustado para tomar los datos en un 
mismo nodo siempre, se ha simulado el proceso de fatiga empezando a distintas 
distancias previas (ver figura 2.30).  
De esta manera, se garantiza que la posible influencia de los errores de mallado en el 
campo de deformaciones son los mismos independientemente de la longitud de estela 
simulada. Además, esta metodología permite aplicar algunos cambios en las estrategia 
de mallado de la zona plástica, en relación a la homogeneidad y regularidad, que son de 
gran utilidad, tal y como se ha visto en los apartados precedentes, reduciendo a la postre 
los tiempos de cálculo de manera sustancial. 
Figura 2.30. Estelas plásticas cortas y largas 
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2.3.6 Determinación del cierre o la apertura 
La determinación de la apertura o el cierre es el objetivo principal de este trabajo, 
puesto que es el dato fundamental que permite conocer en que rango de tensiones 
trabaja la grieta y como crece ésta.  
En adelante, en este apartado, vamos a referirnos a la determinación de la tensión de 
apertura, todo lo que se diga para ésta es válido y fácilmente trasladable para la tensión 
de cierre. Cuando abordemos los resultados volveremos sobre ello y podremos hacer 
distinciones entre ambos fenómenos (la apertura y el cierre). 
Aunque se han sugerido otras maneras indirectas de evaluarla [124], se puede 
determinar fácilmente la tensión de apertura siguiendo la evolución de cada paso de 
carga hasta encontrar el punto en el que se produce la apertura (o cierre). El aspecto 
clave en este caso es el criterio que usemos para considerar que se ha producido ésta, 
según la evolución de la variable que escojamos para seguir.  
En la bibliografía se encuentran dos tendencias muy definidas, en una se considera que 
la grieta abre cuando las superficies libres dejan físicamente de estar en contacto (Knc), 
lo que se traduce en nuestro caso en la separación del último nodo en contacto (en la 
figura 2.31 se muestra este punto en la evolución del perfil de desplazamiento de la 
grieta).  
En la otra se considera que la apertura se produce cuando el vértice de grieta, 
comprimido por el ciclo anterior, deja de trabajar a compresión y empieza a trabajar a 
tracción (Ktt). En la figura 2.32 se grafica la evolución de las tensiones perpendiculares 
al plano de la grieta, en la carga y en la descarga.  
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K/Kmax = 0.54 = Kop
K/Kmax = 0.59 = Ktt
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Figura 2.32. Evolución del perfil de tensiones y determinación de Ktt 
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Esta última interpretación está muy extendida y parece la más razonable puesto que la 
relevancia del fenómeno del cierre o la apertura viene dado por el hecho de que la grieta 
vea reducido el tramo del ciclo en el que trabaja. Fue definida y estudiada a fondo por 
primera vez por Sehitoglu y Sun [112, 126]. En primer lugar, se definió como apertura 
el punto en el que todo el plano de la grieta pasaba a estar traccionado (Kt, tensile) 
[112]. En un trabajo posterior [126] se concretó en el instante en que el vértice de grieta 
pasaba a estar traccionado (Ktt, tip tensile). Esto supuso un gran avance a la hora de 
analizar los resultados, especialmente en el caso de deformación plana, como se verá 
más adelante. Una ventaja del uso de este criterio es que está influenciado en menor 
medida por el tamaño de la malla en el entorno del vértice de la grieta.  
A lo largo de esta memoria la atención se centrará más en el criterio de tensiones en el 
vértice (Ktt), no obstante, todo el trabajo se ha basado en ambos criterios. Aunque se 
verá en el próximo capítulo, los resultados obtenidos de diversos estudios realizados 
muestran que en el caso de la apertura, ambos criterios convergen, siendo los resultados 
en términos de contacto (Knc) menos precisos. En cuanto a las tensiones de cierre, como 
se verá más adelante, ambos criterios reflejan fenómenos diferentes en la evolución del 
comportamiento de la grieta, el análisis de estas diferencias indudablemente aporta luz 
sobre el fenómeno que estamos estudiando. 
Existen otros criterios encontrados en la bibliografía (último nodo que trabaja a 
compresión, inicio de la plastificación a tracción, etc. [128]) y sin duda resulta un 
trabajo interesante analizar cual de ellos puede ser el más correcto y, sobre todo, cual de 
ellos encaja con el que experimentalmente se considera el punto de apertura de la grieta, 
aspecto, por otro lado, controvertido y discutido. 
Por último, hay que hacer mención a otra posible fuente de error a la hora de interpretar 
los resultados, independientemente del criterio escogido. Puesto que la determinación 
del punto de apertura se hace a partir de los datos a lo largo del ciclo, el nivel de 
discretización que se tenga influye de manera directa. Puesto que un ciclo de carga se 
resuelve de manera iterativa por subpasos, son solamente en estos instantes cuando se 
dispone de información. Generalmente los programas de cálculo utilizan intervalos de 
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tiempo automáticos, dependientes de la convergencia del problema. En estos casos, 
cuando se representa la información es difícil que la condición que marque la apertura o 
el cierre se dé en un punto calculado y, por tanto, se hace necesaria la interpolación. Se 
ha detectado que esta interpolación puede introducir errores apreciables en los 
resultados finales (de ordenes del 25 %) que falsean radicalmente la información 
obtenida. En nuestro caso, el último ciclo de carga y descarga se calculaba con un 
subpaso de tiempo establecido, generalmente entre 1/25 a 1/50, de esta manera aunque 
se aumentaba el tiempo de cálculo se podía garantizar que este intervalo era el error de 
lectura (figura 2.33). 
Además, se debe indicar que la interpolación necesaria para obtener Ktt es distinta que 
para obtener Knc. En la figura 2.34 se puede ver como la determinación de Ktt no 
implica mucho error dado que entre los dos instantes anterior y posterior a la apertura (o 
cierre) la tendencia es clara y bastante lineal.  
Sin embargo, el contacto en si implica un cambio brusco en la variable de 
desplazamiento que la determina. Conocemos un instante en que el nodo está en 
contacto y uno posterior en el que no lo está, no pudiendo interpolarse más que con los 
datos posteriores (lo que queda representado gráficamente en la figura 2.35). Ello 
termina redundando en una mayor imprecisión en los resultados obtenidos por este 
criterio tal y como se verá más adelante. 
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Figura 2.34. Determinación de Ktt 
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ESTUDIO Y AJUSTE DE 
PARÁMETROS CRÍTICOS 
Previo a cualquier cálculo y cualquier interpretación de los subsiguientes resultados, es 
necesario tener garantías de que el modelo numérico de cálculo en su conjunto 
representa, de una manera realista, el fenómeno que se pretende simular. En el caso de 
la simulación del cierre de grieta en fatiga, son muchos los distintos parámetros que 
pueden afectar a los resultados buscados: el punto de cierre o apertura de la grieta. A 
ello se añade la dificultad de validación experimental de estos valores. El presente 
capítulo se dedica a todo el trabajo desarrollado con objeto de ajustar estos parámetros 
para asegurar que los resultados obtenidos no están afectados por cuestiones o errores 
de tipo numérico.  
Por razones de coste computacional, un estudio en profundidad de este tipo solamente 
ha sido posible realizarlo con modelos en dos dimensiones y, por tanto, su validez se 
extiende a los cálculos en tres dimensiones, en los que únicamente se realizarán 
comprobaciones de control. Habría que indicar en este caso que las conclusiones y 
resultados que se han resumido en este capítulo y el siguiente, corresponden a un 
elevado número de cálculos en dos dimensiones (del orden de unos 800), tanto en 
tensión plana como en deformación plana, imposibles de repetir con los tiempos de 
cálculo requeridos actualmente en los problemas tridimensionales. Cada cálculo implica 
la resolución de un problema no lineal con un número de pasos de carga que oscila entre 
20 y 150, dando tiempos de cálculo, en el caso bidimensional, de 1 hora hasta 13 horas 
según los casos y el ordenador empleado.   
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3.1 ANÁLISIS DEL TAMAÑO MÍNIMO DE MALLA 
En un problema como éste en el que el cálculo se repite tantas veces, tanto por la no 
linealidad como por los ciclos de fatiga que implica, es una cuestión fundamental evitar 
introducir un exceso de elementos para reducir su coste computacional. El número de 
elementos del modelo está determinado por diversos factores de mallado pero 
fundamentalmente está marcado, como ya se ha visto con anterioridad, por el tamaño 
mínimo de malla en el entorno del vértice de la grieta, siendo éste el parámetro de 
referencia a estudiar. Este tamaño mínimo de elemento tiene una doble influencia por 
que es a su vez el que fija la longitud con la que crece la grieta de un ciclo a otro al 
liberar los nodos. Puesto que la longitud de estela plástica total a simular haciendo 
crecer la grieta está establecida (como se verá en el siguiente apartado), menor tamaño 
de malla implica mayor número de ciclos de carga-descarga a calcular.   
Para la descripción del estudio del tamaño mínimo de elemento vamos a apoyarnos en 
un término adimensional que definiremos como η = rpD/tme, donde rpD es el radio 
plástico según la expresión de Dugdale y  tme es el tamaño de elemento mínimo que se 
sitúa en el vértice de la grieta. Este parámetro representa el número de divisiones en que 
se mallaría el radio plástico si se hiciera una retícula de elementos iguales al menor de 
los elementos. Éste sería el correspondiente a la posición final del vértice de grieta 
aunque, dado que al avanzar la grieta son muchos los elementos a los que en el cálculo 
les corresponde esa posición, realmente hay toda una zona homogéneamente mallada 
como ya se ha descrito (aunque no necesariamente ocupando toda la zona plástica).  
Igualmente definimos δ como el inverso de η que representa un tamaño mínimo de 
elemento adimensionalizado por el radio plástico y por tanto independiente de la carga.  
 Por diversos procedimientos se realizaron múltiples cálculos en los que se iba 
reduciendo δ. Se decidió estudiar en profundidad los casos de R = 0.1 y R = 0.3 por ser 
su comportamiento cualitativamente representativo de R bajos el primero y de R > 0.3 
el segundo. El coste computacional de R = 0.3 es más reducido dado que la longitud de 
estela que es preciso simular es mucho menor. Esta es la razón por la que los resultados 
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que se muestran están más completos con R = 0.3 que con R =0.1, sirviendo estos 
últimos para confirmar las tendencias observadas. Se realizó tanto en tensión plana 
como en deformación plana (igualmente menos costosos computacionalmente estos 
últimos). 
3.1.1 Resultados en tensión plana 
En la figura 3.1 se pueden ver los resultados en términos de las tensiones de apertura, 
con los dos criterios empleados, correspondientes a R = 0.3, para distintos modelos del 
material en función de η. Cada punto representa un cálculo con el mallado que se 
indica, las líneas solamente sugieren una tendencia. En la figura 3.2 se muestran las 
tensiones de cierre para el mismo valor de R.  
La notación EPP corresponde al cálculo con un modelo elasto-plástico perfecto, Bih a 
un modelo bilineal con endurecimiento isótrópico y Tih a un modelo trilineal con 
endurecimiento isotrópico también, según el modelo de material representado en la 
figura 2.23.  
Si se analizan los resultados correspondientes a la tensión de apertura con el modelo 
elasto-plástico perfecto (curvas EPP en la figura 3.1), en la zona de η pequeños (hasta η 
= 40 aproximadamente), correspondiente al entorno de la recomendación de McClung, 
se observa como los valores crecen hasta alcanzar un primer comportamiento asintótico. 
El comportamiento en esta zona coincide con la recomendación de McClung para el 
tipo de elementos que estamos utilizando.  
Sin embargo, si se sigue aumentando el número de divisiones nos encontramos con que 
los resultados empiezan a oscilar, dando unas veces valores mayores y otras menores. 
Además, la convergencia de los problemas se reduce e incluso no es posible finalizar 
muchos de los cálculos. Este tipo de oscilaciones son indudablemente achacables a 
problemas numéricos y no permitían detectar la tendencia posterior.  
Estudio y ajuste de parámetros críticos  Capítulo 3 
106 
Figura 3.1. Apertura según η (número de divisiones de rpD),  
Tensión plana, R = 0.3 
Figura 3.2. Cierre según η (número de divisiones de rpD),  
Tensión plana, R = 0.3 
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Este fenómeno es atribuible al modelo de plastificación del material. Al utilizar un 
modelo elasto-plástico perfecto, cuando un gran número de elementos están 
plastificados, se produce un cierto grado de indeterminación en el problema a nivel de 
deformaciones que puede conducir a soluciones en equilibrio distintas, eso hace que un 
resultado tan sensible a las deformaciones plásticas acumuladas como es el cierre, 
presente esa tendencia oscilatoria.  
Hay que indicar que, dado que el material empleado tenía muy poco endurecimiento 
(aluminio 2024 T351) se decidió inicialmente utilizar un modelo de material elasto-
plástico perfecto, son muchas las referencias en las que se emplea este modelo por su 
simplicidad de programación y, al menos aparentemente, reducido coste computacional. 
No obstante, Newman ya observó y comentó estas dificultades de convergencia para 
cargas altas [83].  
Por tanto, con estos datos no es posible establecer conclusiones acerca del mallado 
óptimo, es más, la tendencia media aparente es que la asíntota alcanzada se mantiene. 
La utilización de modelos con endurecimiento isotrópico elimina este problema de 
inestabilidades. Se comprobó que este tipo de modelos, no sólo es más representativo de 
la realidad, sino que mejora la convergencia y por tanto reduce el coste computacional. 
Si analizamos la curva Bih (cuadrado en rojo) en la figura 3.1 se puede ver la tendencia 
de comportamiento de los resultados una vez eliminado este efecto. Si se observa la 
curva correspondiente al criterio Kttop se ve como inicialmente la tensión de apertura es 
muy baja y va creciendo de manera muy marcada hasta llegar a valores de η del orden 
de 20 a 30 divisiones del radio plástico. En esta zona los resultados muestran una 
aparente estabilización.  
Estos resultados coinciden con la recomendación de McClung [66] que se ha seguido en 
casi todos los trabajos anteriores y que establecía el valor de η en más de 10 si se 
trabajaba con elementos lineales, como es nuestro caso. Realmente esta recomendación 
no se basaba en el interés de obtener con precisión la tensión de apertura sino en 
discretizar la zona plástica a compresión, habiéndose demostrado de gran utilidad.  
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Sin embargo, si se sigue aumentando η se observa que lo que aparentemente era una 
asíntota horizontal indicativa de que se había llegado al tamaño óptimo de elemento, 
empieza a cambiar su tendencia y a reducir significativamente el valor de la tensión de 
apertura.  
Este comportamiento no había sido observado antes, generalmente por las dificultades 
computacionales propias de reducir tanto el mallado. Se puede ver como se va 
tendiendo a una nueva asíntota, aunque con un número de divisiones de 120 ésta aún no 
se ha definido con precisión lo que indica que la recomendación de mallado mínimo es 
de un orden mucho mayor que la utilizada de McClung (10 veces más o mayor).  
Como se ha dicho, ésta buscaba una buena representación del campo de deformaciones 
de la zona plástica, sin embargo la tensión de apertura (y posteriormente veremos la 
misma tendencia para el caso del cierre) está altamente influenciada por el nivel de 
plastificación local en el vértice de grieta, donde se produce un altísimo gradiente de 
deformaciones plásticas, por lo que cobra una especial relevancia el mallado de esta 
zona en lugar de toda la zona plástica.  
Igualmente se observa otro fenómeno importante al reducir el tamaño de elemento, los 
criterios Kttop y Kncop (con líneas discontinuas) convergen a un solo valor, siendo por 
tanto indiferente hablar de uno u otro en relación a la apertura. Esto es razonable puesto 
que cuanta menor distancia exista entre el último nodo que contacta y el nodo del 
vértice, menor será la separación en la ocurrencia de los fenómenos que definen la 
apertura según uno y otro criterio. 
Se volvió a repetir otra serie de cálculos con modelos con endurecimiento cinemático en 
los que no se observaron diferencias apreciables con las tendencias comentadas. 
Igualmente se volvió a calcular con una representación trilineal isotrópica del mismo 
material. Estos resultados se  recogen en la curvas Tih (triángulo). La serie es más corta 
porque no se calcularon mallados con η bajo ya que no aportaban nada nuevo al 
comportamiento observado en esa zona. Se puede ver que la tendencia es paralela 
aunque ligeramente desplazada, cuestión posiblemente achacable al hecho de que el rpD 
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no es representativo con precisión de la curva tensión deformación del material, ya que 
únicamente evalúa la tensión de fluencia. No obstante, se puede confirmar que una 
mayor definición de la curva no tiene efectos importantes en la respuesta de los 
modelos.  
Como se observa, de nuevo tienden a una asíntota horizontal pero la forma de la curva 
indica que posiblemente el mallado debiera ser más refinado aún. Más adelante 
volveremos a ellos ya que queda aún por resolver que valor de tensión de apertura es el 
correcto. No obstante, debemos destacar como la tendencia coincide con la 
representación cualitativa que se ha hecho de los resultados proporcionados por 
Newman (figura 2.22). 
Si analizamos los resultados en términos de las tensiones de cierre (figura 3.2) podemos, 
en primer lugar, detectar un cambio sustancial respecto a los resultados obtenidos por 
uno u otro criterio. En el caso del criterio Kttcl se puede ver como los resultados tienden 
a un valor de 0.9, mientras que con el criterio Knccl se tiende a un valor del orden de 0.5. 
Este comportamiento, aparentemente anómalo, se confirma con los distintos modelos de 
material y procedimientos de cálculo y es intrínseco al proceso de deformación que se 
produce en el mecanismo de cierre (este aspecto será abordado con mayor detalle en el 
próximo capítulo).  
Analizando los resultados correspondientes al criterio Kttcl se puede observar que 
tienden a una única asíntota horizontal muy marcada. En el modelo elasto-plástico 
perfecto se muestra la misma tendencia oscilatoria descrita previamente para la apertura. 
Para el criterio Knccl, la interpretación es similar a la observada en los dos criterios de 
apertura ya descritos. 
Hay que hacer mención en este punto a la gran confusión existente sobre la coincidencia 
o no del valor de la tensión de apertura y de cierre. Experimentalmente no se consideran 
prácticamente diferencias y en el caso en el que se encuentran podríamos decir que son 
del orden de la precisión de los métodos de medida y por tanto nada concluyentes. En 
cuanto a los resultados numéricos reportados en otros artículos, en algunos casos son 
casi coincidentes [31, 138], en otros la tensión de apertura es mayor que la de cierre [36, 
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66, 67] y en otros se observa la tendencia contraria [13, 14, 80, 81, 83, 133]. Un aspecto 
importante a destacar, y que se deduce de los resultados expuestos, es que tanto el 
criterio para la determinación de la apertura o el cierre como el tamaño de malla mínimo 
provoca que aparezcan un tipo de resultados u otros.   
En la figura 3.3 se puede comprobar esto último, en ella se muestran resultados 
similares a los descritos anteriormente pero para R = 0.1. Se puede ver como la 
tendencia es la misma a pesar de estar menos completas las gráficas. En esta gráfica se 
comprueba como se cruzan la apertura y el cierre con el criterio Ktt y como con el 
criterio Knc mantienen unas diferencias casi constantes del orden de 0.1 e 
independientes prácticamente del tamaño de la malla. Estos resultados son coincidentes 
con los reportados por McClung con R = 0 [67], teniendo en cuenta que éste era el 
criterio empleado por ellos.   
Figura 3.3. Apertura y cierre según η (número de divisiones de rpD),  
Tensión plana, R = 0.1 
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3.1.2 Resultados en deformación plana 
En las figuras 3.4 y 3.5 se representan resultados en deformación plana para R = 0.3 y R 
= 0.1 respectivamente en función de η.  
En el caso de los resultados en deformación plana hay que indicar que el criterio Knc 
pierde validez ya que si bien es cierto que se produce el contacto instantes previos a la 
descarga, la complejidad del estado tensional que se produce en el vértice de grieta hace 
que sea muy sensible a errores por lo que aparece cierta aleatoriedad y por tanto no 
aporta información en la mayoría de los casos.  
Este comportamiento ya fue descrito en parte por Fleck [36] y es analizado por 
McClung et al [70] estando justificado por que la longitud de estela que cierra es mucho 
menor que en tensión plana. Esto es coincidente con la poca influencia que ejerce la 
longitud de estela simulada en los resultados. Sin lugar a dudas, todo ello conduce a que 
el criterio realmente importante en deformación plana sea el criterio Ktt tal y como fue 
propuesto por Sun y Sehitoglu [112, 126].   
Se ha mantenido el mismo número adimensional η que en tensión plana, por tanto el 
número de divisiones del radio plástico está adimensionalizado por el radio plástico de 
Dugdale en tensión plana. Por tanto, las exigencias de mallado deberán adaptarse 
teniendo en cuenta esto. Si consideramos que la zona plástica en deformación plana es 
una tercera parte de la de tensión plana, la recomendación de McClung de dividir el 
radio plástico en 10 elementos se transforma en que η debe ser igual a 30. Igualmente 
las curvas muestran un retraso en su evolución necesitando un mayor número de 
divisiones para que los resultados cojan la tendencia correspondiente. 
Respecto al criterio Ktt se observa un comportamiento absolutamente análogo al de 
tensión plana en cuanto al comportamiento cualitativo, aunque cuantitativamente los 
resultados sean menores. 
Estudio y ajuste de parámetros críticos  Capítulo 3 
112 
Figura 3.4. Apertura y cierre según η (número de divisiones de rpD),  
Deformación plana, R = 0.1 
Figura 3.5. Apertura y cierre según η (número de divisiones de rpD),  
Deformación plana, R = 0.3 
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Si en la figura 3.4 observamos la curva EPP Kttop, podemos ver como presenta una 
subida inicial, una aparente estabilización a partir de la zona de η = 30 (que sería la 
extensión de la recomendación de McClung a deformación plana) y como, si se sigue 
aumentando el mallado, los valores empiezan a decrecer. Este comportamiento se 
confirma en el resto de las curvas, tanto con R = 0.1 como con R = 0.3 (figura 3.5). 
Recientemente Solanki y Newman [123] han publicado resultados en los que se 
reproduce este mismo comportamiento. 
En cuanto a la tensión de cierre se produce igualmente una asíntota superior. En este 
caso se pueden observar las inestabilidades propias de los resultados al utilizar el 
modelo elasto-plástico perfecto (figura 3.4).  
3.1.3 Determinación de la apertura o cierre 
Con los resultados expuestos, un aspecto no resuelto aún es cual es el mallado necesario 
en el vértice de grieta y cual el valor correcto de la apertura o cierre. Según la tendencia 
mostrada en las figuras 3.1 a 3.5, estaríamos aún lejos del nivel de discretización 
necesario en el que las curvas adoptáran con claridad una asíntota horizontal definida 
(valor objetivo por estabilizarse los resultados).  
Aunque, probablemente, los errores cometidos con el mínimo tamaño de malla 
empleado no sean elevados, del orden de un 4 % de Kmax, reducirlos implicaría que la 
recomendación de mallado sería del orden de 1000 ó 10000 divisiones del radio 
plástico, lo que haría muy dificultosos los cálculos en dos dimensiones y absolutamente 
inviables en el caso tridimensional. No ya solamente por el mallado, sino por el elevado 
número de ciclos que sería necesario simular para modelar el efecto de la estela.  
Sin embargo, si hacemos una representación de los resultados en función de δ (inversa 
de η) podemos extraer conclusiones importantes. En la figura 3.6 se representan los 
resultados para R = 0.3 recogidos en las figuras 3.1 y 3.2 pero en función de este 
parámetro.  
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Figura 3.6. Apertura y cierre según δ (1/η), Tensión plana, R = 0.3 
Figura 3.7. Apertura y cierre según δ (1/η), Tensión plana, R = 0.3,  
escala ampliada 
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Figura 3.8. Apertura y cierre según δ (1/η), Tensión plana, R = 0.1 
Figura 3.9. Apertura y cierre según δ (1/η), Tensión plana, R = 0.1,  
escala ampliada 
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Figura 3.10. Apertura y cierre según δ (1/η), Deformación plana, R = 0.3 
Figura 3.11. Apertura y cierre según δ (1/η), Deformación plana, R = 0.1 































EPP Kttop EPP Kttcl
Bih Kttop Bih Kttcl 
Tih Kttop Tih Kttcl
Capítulo 3 Estudio y ajuste de parámetros críticos 
117 
En este caso podemos observar que al reducir δ (tamaño de elemento adimensional) 
llega un punto en que los resultados se alinean (a partir de δ < 0.04), esto es, se 
establece una relación lineal entre δ (inversa del número de divisiones de la zona 
plástica) y los distintos criterios de apertura o cierre. Si ampliamos la escala horizontal 
(figura 3.7) podemos comprobar este extremo.  
En esta figura se han interpolado gráficamente los resultados Tih, pudiéndose obtener 
un valor para δ = 0 que se correspondería con la asíntota horizontal buscada en las 
figuras anteriores. Según la tendencia de la gráfica, éste sería el valor que se obtendría 
con un tamaño de malla de elementos nulos lo que correspondería a la representación de 
un medio continuo (infinito número de divisiones) y, por tanto, parece razonable inferir 
que estos son los valores de apertura o cierre objeto de nuestro trabajo. 
Por tanto, la manera de obtener valores correctos de tensiones de apertura o cierre, sin 
necesidad de trabajar con modelos con un excesivo coste computacional, sería por 
medio del cálculo de diversos modelos de elementos finitos (dos o más) con mallados 
diferentes en el entorno del vértice de grieta a partir de un cierto valor umbral, que 
correspondería con el punto de inflexión reflejado en las curvas Bih de la figura 3.6.  
En las figuras 3.8 y 3.9 se muestran los resultados para R = 0.1 en tensión plana, con la 
escala normal y ampliada respectivamente, de donde se pueden extraer las mismas 
conclusiones. Los cálculos en deformación plana para R = 0.3 y R = 0.1 están 
representados igualmente en las figuras 3.10 y 3.11 respectivamente. En ellas se observa 
el retardo en el comportamiento en relación a tensión plana, pero se puede ver como la 
tendencia es la misma. 
En el siguiente capítulo se resumen los resultados obtenidos por medio de esta 
metodología. 
La razón del comportamiento que se ha mostrado estaría ligada a la imposibilidad de 
obtener el valor de la tensión en el vértice exactamente. El método de los elementos 
finitos impone las condiciones de contorno en los nodos pero calcula el campo de 
tensiones a partir de los valores en los puntos de integración. Esto permite salvar la 
Estudio y ajuste de parámetros críticos  Capítulo 3 
118 
singularidad que se produce a nivel de tensiones en el vértice de la grieta pero, sin 
embargo, introduce una relación directa de la tensión en ese nodo con la distancia al 
punto de integración y por tanto con el tamaño de elemento. 
En una primera aproximación se pensó que el criterio Ktt no era dependiente del tamaño 
del elemento al evaluarse con la tensión del nodo situado en el propio vértice, sin 
embargo, ésta se obtiene a través del punto de integración que estará más o menos 
cercano al vértice en función del tamaño del elemento, por tanto es también dependiente 
del mallado. Esta es probablemente la relación funcional que explica los resultados 
obtenidos. 
3.1.4 Punto de liberación de los nodos 
Uno de los aspectos más discutidos en la bibliografía es el punto de liberación de los 
nodos. A la luz del trabajo expuesto en este capítulo resulta interesante volver a retomar 
el tema sobre el punto de liberación de los nodos y comprobar como afecta a los 
resultados.  
Ya se comentó en el capítulo anterior que se aceptaba la conclusión generalizada de que 
el punto de carga máxima es bueno y no hay diferencias apreciables con otro punto de 
liberación. Por tanto, todo el análisis anterior y los resultados reflejados han sido 
calculados con liberación de los nodos en el punto de máxima carga. No obstante, se ha 
estudiado como afecta a los resultados en el caso en que los nodos se liberen en el punto 
de carga mínima. Se ha realizado para R = 0.3 en tensión plana. 
En las figuras 3.12 y 3.13 se pueden ver los valores obtenidos en este caso (Tih min) en 
función de η, comparados con los obtenidos anteriormente. Centrándonos en la curvas 
de Kttop, se aprecia una diferencia sustancial en los resultados que se reduce al aumentar 
el número de divisiones. Sin embargo, si analizamos la tendencia se puede observar que 
se consigue una convergencia más rápida hacia el mismo valor objetivo (ver figura 
3.14), a partir de η = 100 se aprecia una asíntota horizontal clara.  
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Figura 3.12. Apertura según el punto de liberación de los nodos,  
Tensión plana, R = 0.3 
Figura 3.13. Cierre según el punto de liberación de los nodos,  
Tensión plana, R = 0.3 
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También se puede ver como el criterio Kncop converge con Kttop de manera similar a los 
casos anteriores.  
En cuanto al cierre (figura 3.13), los resultados en términos de Kttcl son prácticamente 
coincidentes, la asíntota está más marcada si cabe que con la liberación del nodo en 
carga máxima y respecto a Knccl se podría decir lo mismo que en el caso de la apertura.  
Estos resultados sirven para demostrar la independencia de los resultados de este 
aspecto y confirman la validez de la metodología previamente propuesta. 
En la figura 3.14 se comprueba esta concordancia en función de δ. 
En adelante se seguirá liberando los nodos en carga máxima por las cuestiones ya 
expresadas relativas a un mayor sentido físico del problema y simplicidad 
computacional. 
Figura 3.14. Apertura según el punto de liberación de los nodos,  
Tensión plana, R = 0.3 















Tih min Kttop Tih min Kncop
Tih min Kttcl Tih min knccl
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3.2 MODELADO DE LA ESTELA PLÁSTICA 
Como se ha indicado anteriormente el modelado de la estela plástica es un aspecto muy 
crítico en la simulación del proceso de cierre, una estela plástica menor que la que 
realmente ejerce influencia conduciría a resultados erróneos y un exceso provocaría un 
elevado e injustificado coste computacional. 
Una dificultad adicional en el estudio del modelado numérico de la estela plástica es que 
está unido al problema del tamaño mínimo de malla que se ha visto en el apartado 
anterior. Hasta que este primer problema no quedó resuelto no fue posible obtener 
información concluyente sobre el tamaño de estela a simular. A su vez los resultados del 
apartado anterior carecen de validez si se introducen errores debido a una estela mal 
definida. 
Por ello el estudio de este último parámetro se realizó en dos pasos, un estudio 
preliminar, con unas condiciones de mallado establecidas (que posteriormente se 
mostraron insuficientes) y un segundo análisis posterior, en el que se tenían en cuenta 
las conclusiones obtenidas en el apartado previo, en relación a la influencia del tamaño 
mínimo de malla. 
3.2.1 Procedimiento de trabajo 
En el primer estudio [43], con un tamaño de malla que superaba las recomendaciones de 
McClung, con 30 divisiones del radio plástico se analizó como influía en los resultados 
la longitud de estela simulada.  
Este tipo de análisis se ha realizado comúnmente por medio de la aplicación de una 
serie de ciclos de carga, obteniéndose la apertura y el cierre en cada uno de ellos y 
tomándose como válidos aquellos valores que se repetían a partir de un determinado 
ciclo. En ese caso se consideraba que el comportamiento del problema se había 
estabilizado y era el valor correcto.  
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El principal inconveniente en este procedimiento es que no se pueden distinguir posibles 
oscilaciones en los resultados a causa del mallado, al ser distintos los puntos que se 
consideran vértice de grieta en cada ciclo. Además, obliga a obtener información de 
manera adecuada durante todos los ciclos de carga, limitando en gran medida el 
mallado, especialmente la transición en la estela plástica al acercarnos al vértice de 
grieta, lo que se traduce en un incremento en el número de elementos.  
Por tanto, en nuestro caso, se decidió trabajar sobre un único modelo numérico en el que 
el vértice de grieta final siempre se situaba en el mismo punto. La única diferencia era el 
punto en el que se empezaban a aplicar los ciclos de carga. De esta manera se obtenían 
distintos resultados en función únicamente de la longitud de estela simulada.   
Una vez comprobado que los resultados obtenidos con una y otra metodología eran los 
mismos, la razón más importante y de mayor peso para utilizar este último 
procedimiento es que permite estrategias de mallado irregulares de la zona plástica que 
permiten un considerable ahorro de elementos como se vio en el capítulo anterior. 
En el caso anterior, a priori no se sabe donde se van a terminar de tomar los resultados 
lo que obliga a tener un gran número de elementos con el tamaño mínimo y por tanto 
aumentando el tiempo de cálculo sin necesidad. Al final del capítulo se aborda este 
aspecto en mayor detalle. 
3.2.2 Relación con la longitud de estela 
En el primer trabajo, se estudiaron, tanto en tensión plana como en deformación plana, 
diversos avances de grieta para una misma carga máxima Kmax y distintas relaciones de 
carga R. Se obtuvieron resultados como los que se muestran en las figuras 3.15 y 3.16. 
En este caso, solamente se analizó la tensión de apertura según el criterio de la tensión 
en el vértice de grieta (Kttop) y se comprobó que la apertura según el criterio Kncop seguía 
una tendencia paralela. No se abordó el proceso de cierre. 
En ella se puede observar como el aumento de la longitud de grieta simulada se traduce 
en un aumento de la tensión de apertura de manera que, a partir de un cierto valor se 
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puede considerar que el efecto de la estela no simulada es despreciable. En el caso más 
extremo de R = 0 se puede observar como, para longitudes de estela superiores al radio 
plástico de Dugdale, los resultados en tensiones de apertura son sensiblemente las 
mismas. Se puede decir que a partir de esta distancia la estela está correctamente 
formada. 
De manera general la longitud de grieta que es necesario simular está relacionada 
directamente con R. Como se puede observar en la figura 3.15 existe un 
comportamiento asintótico horizontal. El ajuste numérico de estas curvas nos permite 
obtener el valor de estas asíntotas [43].  
Con este análisis se obtuvieron unas curvas que sirvieron de gran ayuda para 
posteriormente decidir cuanta estela era necesario simular sin cometer un error 
excesivo. Igualmente, resultan de gran utilidad para estimar los errores cometidos 
cuando se tienen modelos en los que la variación de algún parámetro podía inducir a 
dudar de la fiabilidad de los resultados debido a este efecto.  
En deformación plana (figura 3.16), sin embargo, la influencia de la estela plástica 
resultó ser muy pequeña (del orden de ∆aT / rpD = 0.1).  
Una vez que se detectó la dependencia de los resultados en tensiones de apertura o 
cierre con el tamaño de mallado mínimo, los resultados anteriores debían ser 
cuestionados y, por tanto, se planteó la realización de un nuevo estudio. En este caso se 
trataba de repetir el anterior pero para distintos tamaños de malla. Se escogieron tres 
mallados diferentes, tanto en tensión plana como en deformación plana (52.5, 93.5 y 
146 divisiones del radio plástico).  
Además se incluyó el estudio del efecto de la estela en el cierre del cual no se tenía 
conocimiento preciso. Se abordó en este caso el estudio tanto de la apertura como del 
cierre por medio de los dos criterios. 
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Figura 3.15. Influencia de la estela plástica en Kttop, Tensión plana 
Figura 3.16. Influencia de la estela plástica en Kttop, Deformación plana 
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Figura 3.17. Influencia de la estela plástica en Kttop, Tensión plana, R = 0.1 
Figura 3.18. Influencia de la estela plástica en Kttcl, Tensión plana, R = 0.1 
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Figura 3.19. Influencia de la estela plástica en Kncop, Tensión plana, R = 0.1 
Figura 3.20. Influencia de la estela plástica en Knccl, Tensión plana, R = 0.1 
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Figura 3.21. Influencia de la estela plástica en Kttop, Tensión plana, R = 0.3 
Figura 3.22. Influencia de la estela plástica en Kttcl, Tensión plana, R = 0.3 
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Figura 3.23. Influencia de la estela plástica en Kncop, Tensión plana, R = 0.3 
Figura 3.24. Influencia de la estela plástica en Knccl, Tensión plana, R = 0.3 
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Figura 3.25. Influencia de la estela plástica en Kttop,  
Deformación plana, R = 0.1 
Figura 3.26. Influencia de la estela plástica en Kttcl,  
Deformación plana, R = 0.1 
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Figura 3.27. Influencia de la estela plástica en Kttop,  
Deformación plana, R = 0.3 
Figura 3.28. Influencia de la estela plástica en Kttcl,  
Deformación plana, R = 0.3 
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Figura 3.29. Influencia de la estela plástica en la apertura, según el punto de 
liberación de los nodos, Tensión plana, R = 0.3 
Figura 3.30. Influencia de la estela plástica en el cierre, según el punto de 
liberación de los nodos, Tensión plana, R = 0.3 
Influencia estela plástica, R = 0.3, Tensión plana, 

















Influencia estela plástica, R = 0.3, Tensión plana, 
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Solamente se realizaron cálculos para dos valores de R, 0.1 y 0.3, considerados 
representativos. Vista la relación existente entre R y la longitud de estela a simular, las 
recomendaciones obtenidas para R = 0.1 servirían para modelar el intervalo 0.1 a 0.3, y 
las de R = 0.3 para R mayor que este valor. Posteriormente se hizo una comprobación 
previa para R = 0 donde únicamente se aseguró que la estimación realizada en función 
de R = 0.1 era suficiente. 
En las figuras 3.17 a 3.28 se representan los resultados obtenidos tanto en tensión plana 
como en deformación plana. 
La primera conclusión que se puede extraer es que, tanto para la apertura con los dos 
criterios, como para el cierre Knccl, la tendencia de comportamiento es similar a la 
observada en el primer estudio. La diferencia fundamental en los valores obtenidos se 
encontraría en el valor de la asíntota horizontal, la cual seguiría la tendencia descrita en 
el apartado anterior relacionada con el tamaño mínimo de malla (recordemos que la 
recomendación de mallado mínimo de 1000 o 10000 divisiones del radio plástico 
seguiría estando lejos de los valores empleados en este estudio). 
En tensión plana se puede observar como los dos criterios usados en la apertura y el 
cierre Knccl presentan un comportamiento similar y están, por tanto, igualmente 
afectados por la estela simulada. Sin embargo, el punto de cierre según el criterio Kttcl, 
no muestra dependencia con la estela, esto redundaría en la idea de que ambos criterios 
de cierre corresponden a fenómenos intrínsecamente distintos, en el primer caso 
independiente de la estela plástica y en el segundo relacionado con la apertura. 
De nuevo, la relación con R muestra que para valores bajos la estela ejerce una mayor 
influencia en los resultados para alcanzar un estado estacionario, o, dicho de otro modo, 
es necesario simular su efecto con longitudes más grandes. Esto parece lógico dado que 
menor R implica mayor compresión en el vértice de grieta en carga mínima. 
En cuanto a los resultados en deformación plana, en todos los casos se observa de nuevo 
como la dependencia es mínima. No se muestran en los resultados los valores según el 
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criterio Knc por considerar que no tiene mucha relevancia según lo expuesto 
anteriormente. 
Por último, continuando con el análisis de la influencia del punto de liberación de la 
carga, habría que indicar que se ha estudiado también como influye la longitud de la 
estela plástica simulada en este caso. Se ha estudiado en tensión plana para R = 0.3. En 
las figuras 3.29 y 3.30 se puede comprobar como la tendencia es la misma que en los 
casos precedentes, observándose relaciones con la longitud de estela similares para cada 
uno de los distintos criterios empleados. La única diferencia se encuentra en los valores 
a los que tiende la asíntota, relacionados con el tamaño de malla empleado y afectado 
por los aspectos comentados en el apartado anterior. 
3.2.3 Interpretación física 
Un análisis más a fondo de estos resultados da lugar a interesantes conclusiones en 
relación no solo a factores de modelado numérico sino a la propia interpretación física. 
Los primeros han quedado suficientemente reflejados y cuantificados en los apartados 
precedentes, sin embargo, en relación a las interpretaciones físicas sobre el fenómeno de 
cierre y la velocidad de crecimiento de la grieta se pueden indicar algunas 
apreciaciones.  
La primera estaría relacionada con las condiciones que gobiernan un determinado 
comportamiento, parece que para que se produzca el cierre tal y como lo estamos 
modelizando con carga constante, es necesario que sea esta misma longitud la que haya 
estado creciendo previamente la grieta en condiciones similares.  
Esto relaciona de manera directa el fenómeno del cierre con la historia previa de cargas. 
El comportamiento de la grieta, no responderá de manera única, en un determinado 
momento, al nivel  de carga del último ciclo aplicado, aunque éste sea un máximo, sino 
que vendrá afectado por los ciclos previos. La manera en la que estos se relacionen debe 
aún ser estudiada pero indudablemente podemos decir que el valor de la apertura o 
cierre en un determinado ciclo está influenciado por varios ciclos previos y no 
solamente por el último. 
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Dicho de otro modo, la forma, cuantitativamente, en que influye el último ciclo aplicado 
en la magnitud del fenómeno del cierre es diferente dependiendo de los ciclos previos 
de carga. Por tanto, no influye solamente su nivel de carga máximo como hasta ahora se 
ha admitido. 
Por último, se puede hacer otra apreciación ligada a la interpretación del criterio Kttcl, de 
los resultados expuestos se desprende que es un fenómeno que no está ligado al resto de 
criterios de apertura o cierre y, dada la independencia mostrada en relación a la estela 
plástica, cabría preguntarse si es realmente representativo, si está ligado al mecanismo 
de cierre inducido por plasticidad o simplememte debería descartarse su utilización 
como referencia de cierre. Más adelante se sigue profundizando en este aspecto.  
3.3 CRITERIOS PARA LA DETERMINACIÓN DE LA APERTURA O 
CIERRE 
Como ya se ha visto en apartados anteriores, la utilización de un criterio u otro conduce 
a resultados distintos, en este apartado se pretende profundizar un poco más en las 
diferencias que suponen cada uno de estos criterios así como las relaciones que pueden 
establecerse entre ellos. 
El primer punto que podríamos abordar es el que se ha comentado en relación a la 
convergencia de los resultados en la apertura. Se va a tratar solo en tensión plana puesto 
que en deformación plana la poca precisión de los valores obtenidos con Kncop no 
clarifican ninguna relación aunque pudiera concluirse que también convergen. En las 
figuras 3.31 y 3.32 se grafica la diferencia entre ambos criterios (Kttop - Kncop) para R = 
0.1 y R = 0.3 respectivamente en función de δ. 
Se puede observar como, incluso para los modelos sin endurecimiento, la diferencia 
disminuye conforme se reduce el mallado, a pesar de las inestabilidades comentadas, y 
como la tendencia es claramente a hacerse nula esta diferencia. Podemos decir, por 
tanto, que ambos valores representan el mismo punto en el ciclo de carga de la grieta.  
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Figura 3.31. Diferencia Kttop – Kncop, Tensión plana, R = 0.1 
Figura 3.32. Diferencia Kttop – Kncop, Tensión plana, R = 0.3 
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Figura 3.33. Diferencia Kttcl – Knccl, Tensión plana, R = 0.1 
Figura 3.34. Diferencia Kttcl – Knccl, Tensión plana, R = 0.3 
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Figura 3.35. Diferencia Kncop – Knccl, Tensión plana, R = 0.1 
Figura 3.36. Diferencia Kncop – Knccl, Tensión plana, R = 0.3 
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Si abordamos los criterios de cierre, la conclusión a la que se llega es bien distinta. En 
este caso no se consigue que la diferencia converja a cero, sino a un valor finito tal y 
como se puede ver en las figuras 3.33 y 3.34, siguiendo un procedimiento de 
extrapolación lineal.  
Ello es indicativo de que realmente ambos valores están representando dos puntos 
diferentes en el comportamiento de la grieta al cerrar. Esto es, en un primer instante, 
muy cercano a la carga máxima, la tensión de tracción se alivia en el vértice de la grieta. 
Sin embargo, no es en este punto cuando se iniciaría el contacto, sino que debe de 
reducirse la carga bastante más, hasta valores del orden de los de la apertura. Se volverá 
a este tema en el siguiente capítulo cuando describamos los resultados obtenidos en dos 
dimensiones.  
Por último, en las figuras 3.35 y 3.36 se relacionan Kncop (o lo que es lo mismo para 
mallados finos, Kttop) y Knccl, en este caso nos encontramos con una relación del orden 
de 0.1, que parece fija a partir de mallados finos. Esta tendencia fue ya observada por 
otros autores [67].  
Debe recordarse que los procedimientos de extrapolación en estos casos son menos 
claros debido a la mayor variabilidad que implica la utilización de los criterios de 
contacto entre nodos. Por cuestiones que se explicaron con anterioridad estos valores se 
determinan con mayor imprecisión.   
3.4 TRANSICIÓN EN EL MALLADO 
Un último aspecto sobre el que habría que incidir en relación al tamaño de la malla, es 
sobre la forma de la zona de mallado del entorno del vértice de grieta. Se han 
comentado las ventajas, en cuanto a reducción del coste computacional, cuando no se 
fuerza a que toda la zona plástica sea discretizada con elementos de un mismo tamaño. 
Como se ha dicho, inicialmente se procuraba que toda la estela plástica simulada se 
incluyera dentro de una rejilla regular. Esto implicaba importantes restricciones al 
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mallado, especialmente conforme se reducía el tamaño mínimo de elemento. En el 
presente trabajo, la utilización de un procedimiento en el que siempre permanece fijo el 
último nodo que se libera, y por tanto el vértice de grieta, permitió que poco a poco se 
fuesen relajando estas condiciones de mallado.  
De manera simultanea a la reducción del tamaño mínimo de elemento, se fue 
reduciendo la zona con mallado regular en el entorno del vértice de grieta y se fue 
permitiendo una reducción paulatina de los elementos hasta llegar al vértice (figura 3.37 
y 3.38). Con ello se consiguió pasar de modelos con unos 9000 elementos hasta el orden 
de 1500, lo que supone modelos seis veces más reducidos.   
Tensión plana 
 Kttop / Kmax Kttcl / Kmax Kncop / Kmax Knccl / Kmax 
R = 0.1 (a) 0,6067 0,8605 0,568 0,487 
R = 0.1 (b) 0,5995 0,856 0,577 0,4843 
R = 0.3 (a) 0,6416 0,8642 0,615 0,5366 
R = 0.3 (b) 0,643 0,8649 0,615 0,538 
Deformación plana 
 Kttop / Kmax Kttcl / Kmax Kncop / Kmax Knccl / Kmax 
R = 0.1 (a) 0,4024 0,7408 0,28 0,145 
R = 0.1 (b) 0,4033 0,7354 0,28 0,145 
R = 0.3 (a) 0,5569 0,7417 0,37 0,335 
R = 0.3 (b) 0,5555 0,7389 0,426 0,335 
 
Tabla 3.1. Resultados con distintos mallados 
En este apartado se recoge una comparativa de resultados obtenidos con dos modelos 
distintos, pero con los mismos parámetros críticos. En la tabla 3.1 se muestran los 
resultados, tanto en valores de apertura como de cierre con ambos criterios, en tensión 
plana y en deformación plana. En estos cálculos el tamaño de elemento en el vértice es 
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el mismo (10 µm) pero no así la homogeneidad de la malla en la zona plástica. Se 
mantiene un mismo tamaño de malla final, calculado con la misma metodología y con 
igual longitud de estela simulada.  
Los casos (a) corresponden a malla homogénea y regular en el entorno del vértice de 
grieta, con 3645 elementos (modelo de la figura 2.16) y los casos (b) al modelo de la 
figura 2.17 con 1249 elementos.  
Se puede ver que los resultados son sensiblemente los mismos y sin embargo el número 
de elementos empleados es mucho menor en el caso en que la malla no es homogénea.  
En las figuras 3.37 y 3.38 se representa la zona plástica en cada caso superpuesta a la 
malla. La mayor distorsión de los elementos en el segundo caso no afecta a los 
Figura 3.37. Estela plástica con mallados diferentes, Tensión plana,  
R = 0.1, tamaño mínimo de malla 10 µm 
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resultados finales obtenidos cuando la grieta llega a un punto en el que el tamaño de 
elemento es igual en los dos casos. Si que se observan ligeras diferencias en la estela 
previa que no afectan a los resultados. 
Hay que destacar que no solo se consigue una reducción en el número de elementos y 
por tanto de grados de libertad, sino que además es menor el número de ciclos de carga-
descarga a calcular ya que, para una misma longitud de estela, los saltos son mayores al 
principio al ser mayores los elementos alejados del vértice (ver figura 3.37). El número 
de ciclos calculado se reduce en un 25 % aproximadamente según cada caso. La 
reducción final en términos de tiempo de cómputo es del orden de un 70 % (se tarda 
menos de la tercera parte de tiempo). 
Esta conclusión es de gran importancia para abordar los problemas tridimensionales 
como se verá más adelante. 
Figura 3.38. Estela plástica con mallados diferentes,  
Deformación plana, R = 0.3, tamaño mínimo de malla 10 µm 
 





ANÁLISIS DE RESULTADOS EN DOS 
DIMENSIONES 
Una vez que se ha establecido una metodología precisa, en la que se han minimizado los 
errores numéricos, podemos proceder al análisis de los distintos resultados obtenidos 
con modelos bidimensionales. En este caso se ha hecho, por un lado, una descripción de 
los resultados obtenidos en términos de campos de tensiones y deformaciones y, por 
otro, un estudio de la influencia que en el cierre y la apertura tienen tres aspectos 
fundamentales: la longitud de grieta, la relación de tensiones y el nivel de carga 
máxima. Finalmente, se hace un análisis del tamaño de la zona plástica tanto en carga 
máxima como en carga mínima.  
4.1 ANÁLISIS GENERAL DE RESULTADOS 
En este primer apartado se va a hacer una revisión general de los resultados en términos 
de desplazamiento del perfil de la grieta, presiones de contacto y del campo de tensiones 
y de deformaciones, tanto elásticas como plásticas. Con ello se pretende tener una 
visión de que es lo que ocurre en el entorno de la grieta cuando se produce el proceso de 
carga y descarga. Igualmente, esta revisión de los resultados clarifica la naturaleza de 
los mismos y explica y refuerza las conclusiones y recomendaciones de modelado a las 
que se llegaron en el capítulo anterior. 
Para ello se han escogido los casos con relaciones de tensiones R = 0.1 y R = 0.3, tanto 
en tensión plana como en deformación plana. Con objeto de no repetir las explicaciones 
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se ha realizado una descripción más exhaustiva con R = 0.1 en tensión plana y 
posteriormente se comentan únicamente las diferencias principales observadas en el 
resto de los casos. 
La carga aplicada ha sido la correspondiente a Kmax = 30 Mpam
1/2, el radio plástico 
calculado por la expresión de Dugdale es de 2.12 mm, el tamaño mínimo de malla es de 
10 µm, por lo que el número de divisiones del radio plástico es de 212. La longitud de 
estela crecida en relación a éste es ∆aT/rpD = 1. El mallado corresponde al que se ha 
mostrado en la figura 2.17. 
4.1.1 Tensión plana 
En las figuras 4.1 a 4.3 se representan las deformaciones plásticas equivalentes, las 
tensiones de Von Mises y la tensión en la dirección normal al plano de la grieta (σy) 
respectivamente, tanto en carga máxima como en carga mínima.  
Las deformaciones plásticas nos dan una idea de la estela plástica desarrollada, del radio 
plástico final y del  gradiente tan alto que se produce en el entorno del vértice de grieta. 
En primer lugar, en la figura 4.1 se puede ver el escalón producido en el punto en que se 
empieza a simular la estela. A partir de él empieza a subir el nivel de las 
plastificaciones. Se puede ver como al avanzar la grieta va quedando una zona 
plastificada correspondiente a la zona de tensiones residuales más importante. Al 
acercarse al vértice, se produce el máximo de plastificación (en rojo), que una vez 
alcanzado decrece de manera muy rápida. Este gradiente hacia el interior de la probeta 
es muy significativo y repercute de manera directa en el valor de la apertura o el cierre, 
de ahí la necesidad de captarlo con precisión, tal y como se ha constatado en el capítulo 
anterior. 
Fuera de la zona cercana al vértice y a la superficie libre de la grieta, se extiende una 
amplia zona con un nivel de plastificaciones muy bajo (área en azul) que corresponde 
con la zona plástica en sí y define lo que sería el radio plástico. En esta figura queda 
confusa la diferencia entre la zona plástica y la estela plástica, sin embargo es fácil 
trazar la curva imaginaria que recortaría la zona plástica con una semicircunferencia 
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trazada a partir del vértice. Para ello es útil apoyarse en la representación de las 
tensiones de Von Mises en carga máxima (ver figura 4.2). 
La medida del radio plástico se determinaría por la distancia desde el vértice hasta el 
último elemento plastificado. No obstante, a parte del interés intrínseco del valor de este 
parámetro (que será analizado más adelante en este capítulo) se ha comprobado que no 
tiene una repercusión directa en el valor de la apertura o el cierre, que está claramente 
marcada por las plastificaciones en el entorno cercano del vértice y el gradiente que allí 
se produce.  
Las tensiones de Von Mises (figura 4.2) que alcanzan la plastificación en carga máxima 
son una indicación de la zona que llega a plastificar en el último ciclo, tanto en carga 
como en la descarga (zona amarilla, naranja y roja). En carga máxima se puede observar 
además una zona cercana a la superficie libre de la grieta donde aparecen tensiones no 
nulas correspondientes a tensiones residuales en la dirección x.   
Por último, el campo de tensiones σy (figura 4.3) es especialmente ilustrativo para 
identificar la zona que queda comprimida durante la descarga, tanto en la parte anterior 
como posterior del vértice de grieta. En la parte anterior (donde la grieta ya ha crecido) 
representa las presiones de contacto que se producen entre las superficies de la grieta. 
Se puede ver como los valores más importantes se dan cerca del vértice y se reducen al 
alejarse de él.  
A partir del vértice (hacia el interior de la probeta) se puede ver como σy evoluciona 
muy rápidamente de valores altos a compresión (material plastificado a compresión) 
hasta valores de comportamiento elástico a compresión para finalmente pasar a tracción. 
Esta transición tan rápida permite identificar con relativa facilidad la zona plástica a 
compresión.   
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Figura 4.1. Estela plástica, εpeqv,  carga y descarga, tensión plana,  
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Figura 4.2. σVon Mises,  carga y descarga, tensión plana, R = 0.1, Kmax=30 Mpa·m1/2 
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Figura 4.3. σy,  carga y descarga, tensión plana, R = 0.1, Kmax=30 Mpa·m1/2 
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Una vez obtenida una visión general de cómo quedan los campos de deformaciones y 
tensiones en las situaciones extremas vamos a ver como evolucionan a lo largo del 
ciclo. Se van a representar los resultados del último ciclo de carga y descarga, una vez 
que la estela ha sido completamente desarrollada (según los criterios expuestos en el 
capítulo anterior). 
Para la interpretación de las gráficas, en la figura 4.4 se esquematiza la variable que 
describe la posición del ciclo de carga y descarga. Para t = 0 (recordemos que t no 
representa ningún tiempo físico, solo particiones del proceso de aplicación de la carga), 
la grieta está en carga mínima y ya se ha producido la evolución de la estela. En ese 
momento está cerrada. Para t = 1 se ha aplicado la carga máxima completamente. 
Finalmente, t = 2 vuelve a ser carga mínima. Las posiciones t = 0 y t = 2 son 
conceptualmente las mismas puesto que la grieta no ha crecido y no hay ningún otro 
factor que afecte al proceso después del ciclo aplicado. 
Recuérdese también el sistema de coordenadas de referencia definida en la figura 2.6. 
Valores positivos de x corresponden a la parte en la que ha crecido la grieta, los valores 
negativos están en la parte posterior. 
En primer lugar se analiza la evolución del perfil de desplazamientos de la grieta 
(figuras 4.5, 4.6 y 4.9). En la figura 4.5 se representa el perfil en el proceso de carga y 
en la figura 4.6 la descarga. El primer aspecto a destacar es como se va produciendo el 
contacto entre nodos. En las figuras están indicados los instantes en los que se produce 




1 0 2 
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el último contacto (en la apertura, en rojo) o el primero (cierre, en azul), estos instantes 
definirían el criterio Kncop y Knccl respectivamente.  
Se puede ver que ese valor está acotado entre dos. Si nos centramos en el proceso de 
apertura, es conocido el último paso de carga calculado en que había un nodo en 
contacto, y se sabe que en el siguiente no lo está, sin embargo, nada se puede decir del 
instante exacto en que se separó el nodo (ya que no es necesario calcularlo para llegar al 
resultado final). La amplitud de este intervalo depende de la discretización que se haga 
en la aplicación de la carga como se ha comentado en el capítulo 2. Por tanto, es 
necesario estimar el punto preciso de apertura con una interpolación correcta (como se 
indicó en el apartado 2.3.6 del capítulo 2).  
También se puede ver la relación que existe con el tamaño de malla, cuanto más juntos 
estén los dos últimos nodos (el último nodo liberado y el situado en el vértice de la 
grieta) el valor obtenido estará más cercano al valor buscado. 
En el cierre, el contacto se produce claramente empezando por el nodo más cercano al 
vértice evolucionando hasta los puntos más lejanos del vértice de la grieta. La apertura 
sigue un proceso inverso. No se produce el contacto discontinuo de nodos alejados del 
vértice. En la figura 4.9 se puede ver con más claridad esta evolución. Se representan las 
mismas curvas anteriores de manera tridimensional, espaciadas según el instante de 
carga aplicada. Secciones transversales de estás gráficas nos darían la evolución de cada 
uno de los nodos a lo largo del ciclo. Se puede ver en esta vista como se van 
extendiendo los contactos de los nodos.   
La presión que ejercen estos contactos no es homogénea sino que presenta una 
distribución inversamente proporcional a la distancia al vértice de grieta, siendo los 
valores más altos los obtenidos en el entorno de éste. En las figuras 4.7 y 4.8 se 
representa la evolución de la misma a lo largo de los ciclos. El punto de coordenada x = 
0 se corresponde con el vértice y lo que se ha representado no es una presión sino la 
propia tensión en la dirección normal obtenida a partir del punto de integración del 
elemento que queda en la parte de grieta que abre.  
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Figura 4.5. Perfil de desplazamientos de la grieta durante la carga,  
Tensión plana, R = 0.1 
Figura 4.6. Perfil de desplazamientos de la grieta durante la descarga,  
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Figura 4.7. Presiones de contacto durante la carga,  
Tensión plana, R = 0.1 
Figura 4.8. Presiones de contacto durante la descarga,  
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Figura 4.9. Perfil de desplazamientos de la grieta durante la carga y descarga, 

















































Figura 4.10. Presiones de contacto durante la carga y descarga, 
Tensión plana, R = 0.1 
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Figura 4.11. Evolución de σy durante la carga,  
Tensión plana, R = 0.1 
Figura 4.12. Evolución de σy durante la descarga,  
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Figura 4.13. Evolución de σy durante la carga,  
Tensión plana, R = 0.1 
Figura 4.14. Evolución de σy durante la descarga,  
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Figura 4.15. Evolución de σy durante la carga, ampliado  
Tensión plana, R = 0.1 
Figura 4.16. Evolución de σy durante la descarga, ampliado 
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Figura 4.17. Evolución de σy durante la carga, η = 33,  
Tensión plana, R = 0.1 
Figura 4.18. Evolución de σy durante la descarga, η = 33, 
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Figura 4.19. Evolución de σy durante la carga, η = 33, ampliado  
Tensión plana, R = 0.1 
Figura 4.20. Evolución de σy durante la descarga, η = 33, ampliado 
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Figura 4.21. Evolución de σx durante la carga,  
Tensión plana, R = 0.1 
Figura 4.22. Evolución de σx durante la descarga,  
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Figura 4.23. Evolución de τxy durante la carga,  
Tensión plana, R = 0.1 
Figura 4.24. Evolución de τxy durante la descarga,  
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Figura 4.26. Evolución de τxy durante la descarga,  






















Figura 4.25. Evolución de τxy durante la carga,  
Tensión plana, R = 0.1 
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Se puede ver que tanto la carga como la descarga es muy similar. Sin embargo, existe 
una pequeña diferencia que es significativa y que será comentada más adelante a la vista 
de la evolución de las tensiones σy en la grieta.  
En la figura 4.10 se representan de nuevo estas curvas extendidas a lo largo del ciclo. 
Esta figura complementa la figura 4.9 indicando como a la huella de contacto se le 
añade el valor de las presiones en cada punto (la escala x está invertida en la figura 4.10 
respecto a la figura 4.9 con objeto de tener una mejor visualización de la variable que 
representa y no debe conducir a error en su interpretación). 
Las curvas de presiones enlazarían de manera directa con la tensión en la dirección 
normal al plano de la grieta (σy). En las figuras 4.11 a 4.16 se representa esta variable en 
la parte posterior de la grieta. En las dos primeras se puede ver, de manera cualitativa, 
como se extiende la zona plástica desde el vértice, tanto la que está traccionada con 
carga máxima como la zona a compresión con carga mínima.  
Lo primero que se destaca es que la evolución de las tensiones es completamente 
distinta en la descarga que en la carga, a nivel de tensiones en el vértice, el ciclo es 
asimétrico (ver figuras 4.13 y 4.14 en x = 0). 
Si nos concentramos en la zona de mayor interés, el entorno cercano del vértice de 
grieta (figuras 4.15 y 4.16, donde se ha ampliado la escala horizontal), podemos analizar 
con más detalle que es lo que ocurre en este punto. En la descarga, el vértice, que está 
plastificado a tracción, inicia un recorrido rápido en descenso, pasando por tensión nula 
(Kttcl), posteriormente entrando en compresión y finalmente plastificando.  
Este recorrido únicamente está determinado por la parte elástica lineal de la curva 
tensión-deformación y, por tanto, es rápido, las tensiones residuales que rodean al 
vértice lo comprimen en cuanto se libera algo de carga, y estás tensiones no se van a ver 
alteradas hasta que se produzca el contacto y la plastificación a compresión del frente de 
grieta. Pero para que esto ocurra, la zona plástica de la grieta ha debido plastificar a 
compresión lo suficiente como para equilibrar las deformaciones plásticas a tracción.     
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Sin embargo, el proceso de carga es bien distinto, al estar la grieta cerrada, antes de 
verse afectada de manera significativa su tensión normal, es necesario que se separe el 
contacto, para ello hay que dedicar una parte de la carga a ello. Mientras la presión se va 
aliviando (figura 4.7) el vértice también va teniendo una compresión menor. Cuando la 
separación del contacto se ha producido por completo, el último nodo liberado deja de 
tener presión y se separa (Kncop), es a partir de ese punto cuando el vértice deja de tener 
tensión también (Kttop) y empieza su camino hasta que plastifique a tracción (siguiendo 
la evolución de la parte elástica de la curva tensión-deformación del material). 
Se podría decir que en una condición límite, en la que la separación entre el último nodo 
y el vértice tendiera a cero, la diferencia entre los dos criterios de apertura también lo 
haría. Lo que justifica las apreciaciones realizadas en el capítulo anterior en base a los 
resultados numéricos de refinamiento de malla, según las cuales ambos valores 
convergen. 
Si volvemos a las figuras donde se representan las presiones de contacto (figuras 4.7 y 
4.8), en la descarga se observa como aunque la tensión en el vértice tiene un cambio 
muy rápido (relacionada con Kttcl), sin embargo, el desarrollo de las presiones delante de 
la grieta no se produce hasta que se da el contacto, cuando se ha dejado de aplicar 
bastante más carga, estando por tanto en relación a Knccl (ver figura 4.6). Esto redunda 
en la idea de que Kttcl, si bien puede considerarse un punto característico en la descarga 
de la grieta, sin embargo, no parece que sea la tensión de cierre que paraliza el 
crecimiento de la grieta. Más adelante, en la validación experimental se comprobará esta 
hipótesis. 
Ahondando más en estos resultados, se puede ver como las necesidades de mallado que 
se justificaban en el capítulo anterior, quedan perfectamente refrendadas a raíz de los 
resultados obtenidos. Se puede ver como la determinación de la apertura y cierre está 
altamente influenciada por la evolución que siguen las tensiones en el interior de la zona 
plástica reversible. En ella se da un gradiente de tensiones muy alto que con la 
recomendación de McClung sería imposible de captar. Recuérdese que el número de 
divisiones de la zona plástica de los modelos de los que se exponen los resultados en 
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este apartado es de 212, mientras que la recomendación de McClung hablaba de 10. 
Esto quiere decir que hasta el nodo número 20 de nuestro mallado no tendríamos el 
primero según esta recomendación y, por tanto, la zona plástica reversible representada 
en ese caso no sería realista, afectando a todos los resultados (como ya se ha visto en el 
capítulo anterior). 
Para ver con más claridad el efecto que el número de divisiones del radio plástico tiene 
sobre los resultados se ha realizado un cálculo con menor número de divisiones. En las 
figuras 4.17 a 4.20 se representan los mismos resultados que en las figuras 4.13 a 4.16 
pero obtenidos de un cálculo con un criterio de división del radio plástico menor, 33 
divisiones, que, no obstante, es mayor que la recomendación de McClung.  
Aparentemente, los resultados mostrados en las figuras 4.17 y 4.18 son similares a  los 
de las figuras 4.13 y 4.14, pero observando la zona cercana al vértice de grieta con la 
escala x ampliada (figuras 4.19 y 4.20), se puede ver como la evolución de las tensiones 
en el vértice de grieta es cualitativamente diferente y no se ha captado bien la zona 
reversible ni el gradiente de tensiones que se produce en esa zona y su evolución a lo 
largo del ciclo. Queda justificado que este tipo de mallado es deficiente para describir lo 
que ocurre en el entorno del vértice de grieta y su evolución. 
En las figuras 4.21 y 4.22 se representan las tensiones en la dirección de crecimiento de 
la grieta (σx). El comportamiento es similar a las anteriores no observándose ningún 
comportamiento especial que requiera un comentario distinto al caso anterior. 
La que si tiene un comportamiento digno de mención es la evolución de las tensiones 
tangenciales. Habitualmente no han sido objeto de demasiada atención, estando en parte 
motivado por la gran dificultad de determinarlas con precisión en el vértice de grieta. En 
las figuras 4.23 a 4.26 se grafican estas tensiones.  
En las figuras planas no se consigue ver con claridad cual es la tendencia que siguen, 
únicamente se observa que al principio y final de cada ciclo son prácticamente nulas en 
el entorno del vértice. Sin embargo, si nos fijamos en la representación tridimensional si 
que podemos analizar su comportamiento.  




Figura 4.27. Evolución de εy durante la carga,  
Tensión plana, R = 0.1 
Figura 4.28. Evolución de εy durante la descarga,  
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Figura 4.29. Evolución de εz durante la carga,  
Tensión plana, R = 0.1 
Figura 4.30. Evolución de εz durante la descarga,  
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Figura 4.31. Evolución de εpy durante la carga,  
Tensión plana, R = 0.1 
Figura 4.32. Evolución de εpy durante la descarga,  




























-0,00015 -0,00013 -0,00011 -0,00009 -0,00007 -0,00005 -0,00003 -0,00001
x (m)
ε
Análisis de resultados en dos dimensiones  Capítulo 4 
168 
Figura 4.33. Evolución de εpz durante la carga,  
Tensión plana, R = 0.1 
Figura 4.34. Evolución de εpz durante la descarga,  
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Figura 4.35. Evolución de εpy durante la carga, η = 33, 
Tensión plana, R = 0.1 
Figura 4.36. Evolución de εpy durante la descarga, η = 33, 
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En el caso de la carga (figura 4.25) se puede ver como en el entorno cercano al vértice 
dicha tensión es casi nula, empezando a crecer a partir de 0.4 y apareciendo un pico en 
0.7 aproximadamente. Conforme avanza el ciclo este pico se desplaza hacia el interior 
de la probeta.  
El desarrollo y evolución de este pico de tensiones tangenciales está relacionado con la 
rampa de cambio de signo en la tensión normal al plano de la grieta (σy). En la siguiente 
figura (figura 4.26) se observa como el pico vuelve a coincidir con esta evolución que 
en este caso se produce al principio de la descarga. Como se ha indicado, no ha sido 
muy estudiada esta variable y su relación con el cierre, sin embargo parece interesante 
apuntarla como una de las referencias a tener en cuenta para interpretar lo que ocurre en 
el fondo de la grieta.  
Cuando se estableció el criterio Ktt, se justificó en el sentido de que era razonable 
entender que la grieta crece cuando está traccionada, sin embargo, según esto, podemos 
ver que instantes previos a pasar de compresión a tracción (que coincide prácticamente 
con el pico de tensiones tangenciales), la grieta sufre un aumento en la tensión 
tangencial.  
Igualmente, en relación al cierre podemos ver que una vez que el vértice de la grieta 
está ya en compresión (Kttcl), aún tiene, durante un periodo de carga una tensión 
tangencial que finalmente se hace cero. Este punto está cercano al del otro criterio Knccl. 
Estaríamos ante un nuevo criterio para definir el cierre o la apertura que en adelante 
definiremos como Kss (shear stress). Lamentablemente, se ha observado que aún con 
los tamaños de malla empleados en este trabajo, esta variable no queda correctamente 
definida. Sería necesario un análisis específico sobre la estabilidad de los resultados en 
relación a este nuevo punto de apertura o cierre. Un análisis más exhaustivo de este 
parámetro quedaría fuera del alcance de este trabajo, no obstante se puede apuntar como 
posible línea de trabajo futura. De cualquier forma, es interesante apuntar que los 
valores obtenidos tanto en apertura como en cierre se asemejan bastante a los que 
proporciona la correlación experimental proporcionada por Elber [30].   
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Pasamos a continuación a analizar el campo de deformaciones. En las figuras 4.27 y 
4.28 se representan las deformaciones elásticas normales al plano de la grieta (εy) y en 
las figuras 4.29 y 4.30 las normales al plano de la probeta (εz). Las primeras siguen una 
evolución similar a la de las tensiones. Ambos varían entre valores positivos y negativos 
que representan una pequeña oscilación entorno a las deformaciones plásticas que son 
positivas en el caso de σy y  negativas para σz, como se verá más adelante. 
Finalmente, si pasamos a observar las deformaciones plásticas, que se han representado 
en las figuras 4.31 a 4.34 separadas de las deformaciones elásticas para tener una visión 
más precisa, lo primero que se puede destacar de nuevo es el extraordinario gradiente 
que se produce en el entorno cercano de la grieta.  
Se puede ver como existe una distribución de deformación plástica base, acumulada, 
fruto de los ciclos anteriores y que, entorno a ella, se producen variaciones, donde las 
deformaciones plásticas evolucionan hasta casi duplicarse, solamente en un pequeño 
tramo posterior al vértice de unas 40 µm, esto es del orden de 1/50 veces el radio 
plástico. Solamente el hecho de pretender captar este fenómeno implica por tanto un 
número de divisiones del radio plástico de al menos 50 elementos. 
En las figuras 4.35 y 4.36 se representan las deformaciones plásticas en y con el cálculo 
en el que se mallaba la zona plástica con 33 divisiones. Se puede observar como esta 
evolución de la variable se produce únicamente en el último nodo, sugiriendo que la 
estela plástica se ha generado de manera deficiente.  
En el capítulo anterior, en las figuras 3.1 a 3.5 se observaban dos cambios de tendencia, 
el primero se puede decir que corresponde con el punto en el que se empieza a mallar 
suficientemente la zona plástica (recomendación de McClung) y el segundo sería 
cuando se consigue empezar a captar este proceso. Se puede concluir con claridad a 
partir del análisis de estos resultados que para poder definir lo que ocurre en el vértice 
con precisión es necesario mallar suficientemente esta zona. Ello está en consonancia 
con lo apuntado en el capítulo anterior y la sugerencia de que el tamaño de malla debe 
ser de un orden muy superior al aceptado hasta la fecha.   
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En las figuras 4.33 y 4.34 se grafican las deformaciones plásticas en la dirección 
perpendicular al plano de la probeta (εpz). Se puede ver como son del mismo orden pero 
de valor negativo a εpy (figuras 4.31 y 4.32) por lo que se puede deducir que 
efectivamente, en tensión plana, el material aportado y acumulado formando la estela 
plástica procede de la contracción transversal de la probeta.    
En las figuras A.1 a A.7 que se recogen en el anexo A, se muestran más resultados en 
tensión plana para R = 0.3. Tan solo se presentan unas cuantas gráficas ilustrativas con 
objeto de no incrementar en exceso el volumen del trabajo. La estela plástica a simular 
es más corta que en el caso anterior, el perfil de desplazamientos sigue un recorrido 
similar cambiando únicamente el punto de apertura.   
En cuanto a las presiones de contacto, en carga mínima son prácticamente las mismas, 
en forma y valores aproximados, exceptuando el hecho de que se extiende una longitud 
menor por la menor longitud de estela simulada. Varía de nuevo algo la evolución pero 
no la situación final de cierre, siendo un indicativo de que la estela plástica generada en 
un caso y otro es aquella a la que finalmente se llega en un equilibrio similar. 
En la apertura, se observa la misma evolución de las tensiones σy que en el caso 
anterior, con la diferencia de que el cambio está adelantado en relación al ciclo 
representado (aunque al ser Kmin más alta, Kttop también lo sea). En cuanto al cierre se 
observa que es cualitativa y cuantitativamente el mismo que en R = 0.1. 
También se representan las tensiones tangenciales donde de nuevo se confirman las 
observaciones realizadas anteriormente.  
4.1.2 Deformación plana 
Pasando a continuación a los resultados correspondientes a deformación plana, nos 
centraremos únicamente en el caso con R = 0.1, ya que para el resto el efecto observado 
es cualitativamente similar pero menos apreciable.  
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Figura 4.37. Estela plástica, εpeqv,  carga y descarga, deformación plana,  
R = 0.1, Kmax=30 Mpa·m
1/2
 
Análisis de resultados en dos dimensiones  Capítulo 4 
174 
Figura 4.38. σVon Mises, carga y descarga, deformación plana,  
R = 0.1, Kmax=30 Mpa·m
1/2
 
Capítulo 4 Análisis de resultados en dos dimensiones 
175 
Figura 4.39. σy, carga y descarga, deformación plana,  
R = 0.1, Kmax=30 Mpa·m
1/2 
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Figura 4.40. Perfil de desplazamientos de la grieta durante la carga,  
Deformación plana, R = 0.1 
Figura 4.41. Perfil de desplazamientos de la grieta durante la descarga,  
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Se debe indicar que, al ser menor el radio plástico en deformación plana, es más 
dificultoso llegar al mismo orden de mallado relativo que en los resultados obtenidos en 
tensión plana, no obstante, en los resultados mostrados se puede observar que el 
comportamiento sería el mismo si se llegara al mismo orden de mallado. 
Para empezar, en la figura 4.37 se puede ver la estela simulada y como la zona plástica 
es característicamente distinta, tanto por la longitud de estela simulada como por el 
propio estado tensional. La estela plástica es menor ya que se comprobó que no era 
necesario simular mayor longitud para conseguir unos valores estables.  
En cuanto a las plastificaciones residuales y el gradiente que se produce en el entorno 
del vértice, se puede decir que es similar al que se producía en tensión plana. Existe un 
pequeño adelanto de las deformaciones plásticas máximas hacia la parte delantera de la 
grieta debido a la menor compresión producida en carga mínima.  
Si que se observan diferencias cualitativas en la forma de la zona plástica (a parte del 
efecto ya comentado de la estela). Se puede comprobar que la extensión en la dirección 
perpendicular al plano de la grieta es cualitativa y cuantitativamente la misma que en 
tensión plana. La diferencia se produce en la dirección de la grieta, donde la 
plastificación se extiende mucho menos produciendo la forma lobular característica de 
este estado tensional.  
Esto se refuerza en la figura 4.38 con la representación del campo de tensiones de Von 
Mises, la presencia de la tensión σz en ese plano provoca que la tensión equivalente de 
Von Mises no se extienda tanto hacia el interior de la probeta. También se puede 
observar en esta figura como las tensiones residuales en las superficies libres de la grieta 
son más elevadas, alcanzando el valor máximo de la figura. En deformación plana, el 
alargamiento del material en la dirección perpendicular a la grieta es a costa del 
acortamiento en la dirección en x, esto provoca un estado residual (una vez que avanzó 
la grieta) que genera un incremento de las tensiones en una fina capa cercana al exterior 
de las superficies de contacto de la grieta. 
Análisis de resultados en dos dimensiones  Capítulo 4 
178 
Si se observa la representación de la tensión σy (figura 4.39) el aspecto más 
significativo a destacar es lo reducida que es la zona sometida a compresión en la 
descarga. Se puede ver que el perfil de presiones de contacto delante de la grieta se 
extendería únicamente al primer nodo. 
En las figuras 4.40, 4.41 y 4.42 se representa la evolución del desplazamiento del perfil 
de la grieta. Varias diferencias se pueden observar en relación a los resultados ya 
mostrados en tensión plana. La primera es la diferencia del contacto, es únicamente el 
nodo inmediatamente delante del vértice de la grieta el que contacta. El resto se separa. 
Ya se vio, cuando se evaluó la estela plástica que era necesario modelar, que la longitud 
era muy pequeña. Como se puede ver, es únicamente el campo de deformaciones 
plásticas entre los dos nodos primeros el que provoca el cierre. En la figura se puede ver 
también el escalón producido en el punto donde se empezó a crecer la grieta en el 
proceso numérico. 
Figura 4.42. Perfil de desplazamientos de la grieta durante la carga y descarga, 
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Lo que si se puede asegurar es que efectivamente se produce el cierre, se ha comentado 
mucho sobre la posibilidad de que en deformación plana no hubiera contacto, según 
todos los cálculos realizados se observa que si se produce (salvo para R altos) aunque a 
valores bajos y, como ya se comento en el capítulo anterior, con cierta inestabilidad en 
los resultados. Debe destacarse que el cierre de este nodo está producido por el 
gradiente de deformaciones plásticas que se produce en el corto intervalo del elemento 
más cercano al vértice, esto hace que reproducir numéricamente la realidad se haga 
mucho más complejo que en el caso de tensión plana. 
Por último, se debe destacar que, a igualdad de carga, los desplazamientos del perfil de 
grieta son mayores que los de tensión plana, esto es consecuencia directa de una estela 
plástica desarrollada menor. Éste será un aspecto que es interesante retomar al analizar 
los resultados en tres dimensiones ya que adelanta un comportamiento, que se mostrará 
posteriormente, según el cual el contacto previo en el exterior, en la evolución del ciclo 
de descarga, afecta y reduce el del interior. 
En cuanto a las presiones de contacto, su representación gráfica carece de interés, en 
este caso solo se produce en el único nodo que contacta como se ha visto previamente. 
El valor es muy pequeño y refleja las inestabilidades propias de un contacto poco 
definido. 
En las figuras 4.43 a 4.48 se representa la evolución de las tensiones σy en la zona 
plástica. Cualitativamente, su evolución es bastante similar a la que se produce en 
tensión plana, con la única salvedad de que tanto la apertura como el cierre se producen 
en instantes anteriores del ciclo (con cargas más bajas). De nuevo se trata de un ciclo 
asimétrico, siendo los valores de las tensiones alcanzadas más extremos debido a la 
mayor restricción del estado tensional de deformación plana. 
Las tensiones σz no son cero en este caso y siguen la evolución que se muestra en las 
figuras 4.49 y 4.50 provocando la reducción de la extensión de la zona plástica. 
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Figura 4.43. Evolución de σy durante la carga,  
Deformación plana, R = 0.1 
Figura 4.44. Evolución de σy durante la descarga,  
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Figura 4.46. Evolución de σy durante la descarga,  
Deformación plana, R = 0.1 
Figura 4.45. Evolución de σy durante la carga,  
Deformación plana, R = 0.1 
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Figura 4.47. Evolución de σy durante la carga, ampliado 
Deformación plana, R = 0.1 
Figura 4.48. Evolución de σy durante la descarga, ampliado 
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Figura 4.49. Evolución de σz durante la carga,  
Deformación plana, R = 0.1 
Figura 4.50. Evolución de σz durante la descarga,  
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Figura 4.52. Evolución de τxy durante la descarga,  
Deformación plana, R = 0.1 
Figura 4.51. Evolución de τxy durante la carga,  
Deformación plana, R = 0.1 
Capítulo 4 Análisis de resultados en dos dimensiones 
185 
Figura 4.53. Evolución de εy durante la carga,  
Deformación plana, R = 0.1 
Figura 4.54. Evolución de εy durante la descarga,  
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Figura 4.55. Evolución de εz durante la carga,  
Deformación plana, R = 0.1 
Figura 4.56. Evolución de εz durante la descarga,  
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Figura 4.57. Evolución de εpy durante la carga,  
Deformación plana, R = 0.1 
Figura 4.58. Evolución de εpy durante la descarga,  
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Figura 4.59. Evolución de εpz durante la carga,  
Deformación plana, R = 0.1 
Figura 4.60. Evolución de εpz durante la descarga,  
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Figura 4.61. εpz, carga y descarga, deformación plana,  
R = 0.1, Kmax=30 Mpa·m
1/2 
Análisis de resultados en dos dimensiones  Capítulo 4 
190 
Con las tensiones tangenciales (figuras 4.51 y 4.52) se produce el mismo efecto, 
apareciendo inicialmente una zona de tensiones nulas y un pico posterior. En este caso, 
es un poco más difícil de determinar por cuestiones de mallado, pero se observa la 
misma tendencia y podríamos repetir los comentarios realizados previamente.  
En las figuras 4.53 a 4.60 se representan las deformaciones elásticas (εy y εz, en las 
cuatro primeras) y plásticas (εpy y εpz, en las otras cuatro) en el entorno del vértice. Se 
puede observar fácilmente que el mallado de esta zona es un poco pobre. No obstante, 
se observa como se produce un comportamiento similar a tensión plana, con una 
deformación plástica acumulada que permanece constante en el ciclo y la evolución 
amplia en el vértice de grieta.   
Por último, podemos detectar una diferencia interesante en εz, puesto que estamos en un 
estado de deformación plana, la resultante total de las deformaciones debe ser nula. Sin 
embargo, esto no implica que la deformación plástica lo sea, de hecho no lo es y lo que 
ocurre es que es necesaria una deformación elástica equivalente que la compense. 
En las figuras 4.55, 4.56, 4.59 y 4.60 se representan las deformaciones elásticas y 
plásticas respectivamente, en la dirección z. Como se puede observar, en la zona 
plástica, hay una deformación residual en esa dirección compensada con una elástica en 
todo momento. En el vértice esta tensión va oscilando alternándose de compresión a 
tracción y viceversa. De cualquier forma se debe decir que estas deformaciones son de 
un orden menor que en las otras direcciones. En la figura 4.61 se puede ver esa 
alternancia. 
4.2 INFLUENCIA DE LA LONGITUD DE GRIETA 
En estos apartados se van a evaluar los resultados obtenidos analizando una serie de 
parámetros que a priori podían tener influencia en el cierre o la apertura. El primero que 
se va a presentar su estudio es la longitud de grieta (a). 
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Se han realizado diversos estudios acerca de este aspecto. En primer lugar se trabajó con 
la probeta CT de aluminio en los que se detectó, tanto en tensión plana como en 
deformación plana, que dentro del rango de comportamiento normal de la misma (en 
régimen de plastificación de pequeña escala y entre los límites para los que es válida la 
probeta), los resultados eran los mismos para distintas longitudes de grieta. En la figura 
4.62 se muestran algunos de estos resultados en los que la longitud de grieta varía desde 
15 mm (0.3w) hasta 25 mm (0.5w) en una probeta con w = 50 mm. Se presentan tanto 
en tensión plana como en deformación plana para R = 0.1, 0.3 y 0.5. 
Este trabajo se realizó con un determinado criterio de mallado que posteriormente  se 
demostró que debía ser reducido. Sin embargo, a efectos de comparación y 
determinación de la influencia de este parámetro se pueden considerar aceptables los 
resultados. El excesivo coste computacional que suponen este tipo de trabajos (debido a 
la necesidad de hacer modelos distintos para cada longitud de grieta, en los que se 
garanticen las mismas condiciones de mallado y sin que se introduzcan errores 
numéricos distintos de unos modelos a otros) junto a las conclusiones que se obtuvieron 
Figura 4.62. Influencia de la longitud de grieta sobre la tensión de apertura Kttop 

















Kttop R=0.1 Tensión plana
Kttop R=0.3 Tensión plana
Kttop R=0.5 Tensión plana
Kttop R=0.1 Deformación plana
Kttop R=0.3 Deformación plana
Kttop R=0.5 Deformación plana
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de los datos mostrados y de cálculos posteriores hizo que no se consideraran necesarios 
más estudios de este tipo con estas probetas. 
No obstante, de manera paralela se hizo un trabajo que abordaba este tema y se 
introducía en el modelado de grietas cortas [21]. Modelando probetas MT, que 
permitían analizar casos con grietas más reducidas, se hizo un estudio adicional en 
profundidad en el que se estudiaron desde grietas pequeñas hasta tamaños similares a 
las anteriores (desde 0.05w hasta 0.5w).  
Los casos estudiados fueron R = 0.1 y R = 0.3. En la figura 4.63 se recogen los 
resultados para R = 0.3 en tensión plana. De nuevo no se detectan diferencias en los 
resultados, se puede ver como hasta acercarnos a grietas que podemos considerar cortas, 
la tendencia es muy estable e independiente de la longitud de grieta, especialmente el 
caso de Kttop. En los criterios Knc se muestran mayores variaciones debido al mayor 
error que se tiene en la determinación de este criterio. En la figura 4.64 los resultados 
corresponden en este caso a deformación plana y se han representado tanto los de R = 
0.3 como los de R = 0.1. La conclusión de nuevo es que nos encontramos ante el mismo 
comportamiento que en tensión plana. 
De todos estos estudios se puede deducir que la longitud de la grieta no afecta al cierre 
más de lo que puedan afectar cuestiones de modelado numérico o relativas a la propia 
validez de la probeta y la definición del factor de intensidad de tensiones. El cierre está 
ligado de manera directa a lo que ocurre en el entorno cercano del vértice. 
Por tanto, en base a todo esto se decidió en adelante no considerar este parámetro y 
utilizar valores de longitudes de grieta intermedios, entorno a 0.4w.  
4.3 INFLUENCIA DE LA CARGA MÁXIMA 
La carga máxima aplicada era otro de los parámetros que se consideró que podía influir 
en los resultados en términos de las tensiones de apertura o cierre adimensionalizadas 
(Kop/cl/Kmax).  
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Figura 4.63. Influencia de la longitud de grieta, Tensión plana, R = 0.3 
Figura 4.64. Influencia de la longitud de grieta,  
Deformación plana, R = 0.1 y 0.3 
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Se han estudiado niveles de carga en el rango propio del aluminio en fatiga desde K = 6 
Mpa·m1/2 hasta K = 40 Mpa·m1/2. Siempre manteniéndose dentro de un régimen de 
plastificación de pequeña escala. En ninguno de los casos, ni con tensión plana ni 
deformación plana, y con diversas longitudes de grieta se detectaron variaciones 
apreciables en los resultados. Pequeñas oscilaciones eran achacables más bien a 
aspectos del modelo que a una tendencia clara con el nivel de carga. 
En la figura 4.65 se representan los resultados obtenidos en un primer estudio donde el 
mallado era reducido, 30 divisiones del radio plástico. Corresponden tanto a tensión 
plana como a deformación plana, para R = 0.1, 0.3 y 0.5. Se calculó para tres niveles de 
carga máxima (Kmax = 10, 20 y 30 Mpa·m
1/2), en cada caso se utilizaban modelos 
distintos de manera que cumplieran la misma recomendación de mallado en todos.  
 

















Kttop R=0.1 Tensión plana
Kttop R=0.3 Tensión plana
Kttop R=0.5 Tensión plana
Kttop R=0.1 Deformación plana
Kttop R=0.3 Deformación plana
Kttop R=0.5 Deformación plana
Figura 4.65. Influencia de la carga máxima sobre la tensión de apertura Kttop 
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Figura 4.66. Influencia de la carga máxima, Tensión plana, R = 0.3 














Figura 4.67. Determinación de la apertura o el cierre  
con carga máxima constante, Tensión plana, R = 0.3 
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Posteriormente, se volvió a realizar otro estudio similar con R = 0.3 pero con mayor 
número de divisiones del radio plástico, 50. Como se puede ver en la figura 4.66, los 
resultados obtenidos por cada uno de los criterios son exactamente los mismos a pesar 
de que la carga aumenta de 8 a 18 Mpa·m1/2.   
Se puede, por tanto, concluir de nuevo que el nivel de carga remoto no afecta  a las 
condiciones que aparecen en el vértice de la grieta en relación al cierre, más que en una 
cuestión de escala (con un mayor o menor radio plástico). 
Estos últimos resultados tienen suma importancia dado que todo el análisis realizado en 
el apartado 3.1 se basa en esta hipótesis. Resulta mucho más sencillo y menos costoso 
computacionalmente, estudiar la reducción del tamaño mínimo de elemento en relación 
al tamaño de la zona plástica, aumentando ésta que reduciendo el elemento en sí.  
Con objeto de confirmar que esta afirmación era correcta se realizó un estudio adicional 
en el que se fue reduciendo el tamaño de la malla, pero esta vez por medio de modelos 
distintos y dejando la misma carga. En la figura 4.67 se muestran los resultados (Tih 
Kcte), se puede ver como los dos análisis comparados conducen a la misma solución y 
conclusiones y, por tanto, se puede dar por válida la metodología empleada y el resto de 
resultados.  
4.4 INFLUENCIA DE LA RELACIÓN DE TENSIONES 
Por último, se analizará la influencia de la relación de tensiones R en el cierre. Este 
parámetro si que tiene una influencia fundamental en los resultados puesto que 
dependiendo del valor de la carga mínima, las plastificaciones a compresión serán 
mayores o menores, repercutiendo de manera directa en la formación de la estela 
plástica (como ya se ha mostrado) y en el valor del punto de apertura.  
Ya se ha indicado la existencia de diversas correlaciones obtenidas a partir de resultados 
empíricos como por ejemplo las de Elber [30] (4.1) y Schjive [106] (4.2).  
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Estas expresiones pueden transformarse en función de la tensión de apertura 



















+++=  (4.5) 
respectivamente. 
En nuestro caso se han obtenido los valores de tensiones de apertura y cierre con los 
diversos criterios, en tensión plana y deformación plana para un amplio rango de valores 
de R, desde R = 0 hasta R = 0.9. Con estos resultados se pueden obtener diversas 
correlaciones que se presentarán más adelante.  
Para la obtención de los resultados se ha seguido la metodología establecida a partir de 
las conclusiones obtenidas en el capítulo anterior. La metodología por tanto ha 
consistido en calcular al menos tres veces para cada valor de R, con tres modelos con 
tamaños de malla distintos. Con los resultados obtenidos se ha hecho una extrapolación 
lineal para obtener el valor objetivo.  
En las figuras 4.68 a 4.73 se muestran gráficamente los resultados y su extrapolación 
final, tanto en tensión plana como en deformación plana. Estos mismos resultados están 
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reflejados en las tablas 4.1 a 4.3. En ellas se indica el coeficiente de determinación de la 
extrapolación lineal (r2, la unidad menos el error cuadrático medio) que proporciona una 
idea de la linealidad de los resultados reflejados (cuanto más cercano sea a la unidad).  
Tensión plana 
R Kttop / Kmax r
2 Kttcl / Kmax  r
2 
0 0.564 1 0.894 1 
0.1 0.58 0.9993 0.898 1 
0.2 0.595 1 0.9 0.9999 
0.3 0.613 0.9992 0.897 0.9978 
0.4 0.667 0.9205 0.908 1 
0.5 0.724 0.9558 0.915 0.9996 
0.6 0.794 0.845 0.917 0.9999 
0.7 0.849 0.9961 0.912 0.9933 
0.8 0.901 0.9912 0.893 0.9393 
0.9 0.9 - 0.9 - 
 
Tabla 4.1. Resultados en tensión plana, Ktt 
Se debe indicar que los valores a partir de R = 0.7 empiezan a presentar problemas 
numéricos que en algunos casos pueden hacer sospechar de que no son del todo 
correctos, no obstante, se puede ver que en muchos casos no se salen de la tendencia 
apreciada.  
En la figura 4.74 se representan los resultados finales en tensión plana (TP). Se grafican 
los dos criterios, tanto en la apertura como en el cierre, junto a las correlaciones de 
Elber y Schjive.   
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Tensión plana 
R Kncop / Kmax r
2 Knccl / Kmax  r
2 
0 0.546 0.9584 0.421 0.9976 
0.1 0.571 0.9475 0.46 0.9948 
0.2 0.595 0.9508 0.481 0.9896 
0.3 0.604 0.9832 0.524 1 
0.4 0.658 0.9969 0.574 0.9396 
0.5 0.722 0.9997 0.655 0.9896 
0.6 0.755 0.9993 0.706 0.934 
0.7 0.792 - 0.725 - 
0.8 0.8 - 0.8 - 
0.9 0.9 - 0.9 - 
 
Tabla 4.2. Resultados en tensión plana, Knc 
En primer lugar, podemos observar como la tensión de cierre Kttcl sigue una leve 
tendencia creciente pero se puede decir que es prácticamente constante. Esto redunda en 
las apreciaciones realizadas previamente en el sentido de que es un criterio que 
representa aspectos diferentes que el resto. Se han obtenido valores hasta con R = 0.9, 
ya que numéricamente no implica una mayor dificultad, aunque realmente sea un caso 
extremo y sobre el cual experimentalmente es difícil obtener información  
Según esta tendencia, a partir de R = 0.9 no se produciría el cierre. En las expresiones 
de Elber y Schjive se obliga a hacer asintótica la correlación con la línea de R. En 
nuestro caso no lo hemos creído necesario por fidelidad a los resultados obtenidos, no 
obstante podemos considerarla una zona sin valor real. De hecho, en las correlaciones 
analíticas no se han considerado los valores de R = 0.9 e incluso los de R = 0.8 cuando 
no se detectaba el cierre con precisión. 
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Deformación plana 
R Kttop / Kmax r
2 Kttcl / Kmax  r
2 
0 0.247 0.9978 0.818 0.9997 
0.1 0.355 0.9893 0.831 0.9996 
0.2 0.456 0.9682 0.832 0.9999 
0.3 0.554 0.8395 0.829 0.9992 
0.4 0.648 0.9836 0.829 0.9979 
0.5 0.716 0.9835 0.827 0.9989 
0.6 0.805 0.9982 0.84 0.9999 
0.7 0.856 - 0.858 - 
0.8 0.8 - 0.8 - 
0.9 0.9 - 0.9 - 
 
Tabla 4.3. Resultados en deformación plana, Ktt 
También se puede ver en esta figura 4.74, con bastante claridad, la convergencia de los 
criterios de apertura Kttop y Kncop, exceptuando algunas variaciones para R muy alto que 
no son significativas. Se detectan dos tendencias o pendientes distintas, una hasta 
valores de R = 0.35 y otra a partir de ahí. Por último, se observa como el cierre Knccl 
sigue una tendencia paralela a los anteriores pero por debajo, coincidiendo 
prácticamente con la correlación proporcionada por Schjive.  
En cuanto a los resultados en deformación plana (DP), se han representado en la figura 
4.75, acompañados por los criterios de apertura Ktt en tensión plana (TP) como 
referencia. Se puede ver como el cierre es paralelo al caso anterior, produciéndose con 
una carga menor mientras que la apertura sigue una tendencia bastante diferente en la 
zona de R bajo. Se puede ver que en esta zona los valores de apertura son bastante 
menores. Esto se traduce en una curva con una única pendiente prácticamente donde, a 
partir de R = 0.4 aproximadamente, los resultados son convergentes en tensión plana y 
deformación plana.   
Capítulo 4 Análisis de resultados en dos dimensiones 
201 
Figura 4.68. Extrapolación lineal para obtener Kttop, Tensión plana 














R =  0,9
R =  0,8
R =  0,7
R =  0,6
R =  0,5
R =  0,4
R =  0,3
R =  0,2
R =  0,1












R =  0,9
R =  0,8
R =  0,7
R =  0,6
R =  0,5
R =  0,4
R =  0,3
R =  0,2
R =  0,1
R =  0
Análisis de resultados en dos dimensiones  Capítulo 4 
202 
Figura 4.70. Extrapolación lineal para obtener Kncop, Tensión plana 
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Figura 4.72. Extrapolación lineal para obtener Kttop, Deformación plana 
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Figura 4.74. Relación con R, Tensión plana 
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Figura 4.75. Relación con R, Deformación plana 
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Figura 4.76. Relación ajustada con R, Tensión plana 
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Figura 4.77. Relación ajustada con R, Deformación plana 
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Figura 4.78. Relación ajustada con R en función de U, Tensión plana 

























Figura 4.79. Relación ajustada con R en función de U, Deformación plana 
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Figura 4.80. Relación con R, definiciones Ktt y Knc, Tensión plana 
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Figura 4.81. Relación con R, definición Ktt, Deformación plana 
 























Análisis de resultados en dos dimensiones  Capítulo 4 
212 
En cuanto a las correlaciones de Elber y Schijve, se encuentran entre ambos resultados, 
para valores bajos de R (R < 0.4), tal y como era de esperar. Hay que tener en cuenta 
que estas expresiones fueron obtenidas en estados tensionales reales intermedios entre 
los casos bidimensionales aquí estudiados. 
A continuación se indican las expresiones de las correlaciones obtenidas para cada una 
de las definiciones de cierre. 
En tensión plana: 
 27177.06058.0426.0 RRU ttop −+=  (4.6) 
 24279.00699.01146.0 RRU ttcl +−=  (4.7) 
 32 725.1715.17023.04411.0 RRRUncop +−+=  (4.8) 
 24662.00541.05959.0 RRUnccl +−=  (4.9) 
En deformación plana: 
 RU ttop 4094.07568.0 −=  (4.10) 
 25315.0052.01782.0 RRU ttcl ++=  (4.11) 
Estas expresiones se grafican en las figuras 4.76 a 4.79 acompañadas de los resultados 
numéricos. En las dos primeras se grafican en función de la tensión de apertura y en las 
otras dos en función de U donde se puede observar el comportamiento de éstas. 
El ajuste analítico se ha realizado en términos de U solamente con funciones 
polinómicas. En el caso de Uncop en tensión plana, para reducir el error del ajuste, se ha 
usado una función de orden tres, en el resto se han utilizado funciones de orden dos que 
presentan una buena correlación.  
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En el capítulo 6 de esta tesis se realiza una comparación y ajuste de estos resultados con 
valores de crecimiento medidos experimentalmente. Ello sirve, por un lado, como 
medio de validación de los resultados y, por otro, como medio de interpretación ya que 
se puede analizar como cada uno de ellos está correlacionado con la velocidad de 
crecimiento de la grieta y, por tanto, obtener información acerca del proceso que se 
produce en el vértice de grieta. 
Para ello vamos a introducir dos nuevas definiciones obtenidas a partir del promedio de 
















−=∆   (4.13) 
Estos valores están representados en las figuras 4.80 y 4.81. Retomaremos todos estos 
aspectos en dicho capítulo donde además introduciremos los resultados en tres 
dimensiones. 
4.5 TAMAÑO DE LA ZONA PLÁSTICA 
Un aspecto adicional que se considera interesante reflejar en esta memoria es relativo al 
tamaño de la zona plástica tanto en carga máxima como en carga mínima (radio plástico 
reversible). Existen diversas expresiones con las que comparar, en nuestro caso 
continuaremos tomando como referencia el radio plástico de Dugdale (ecuación 2.30). 
Empezaremos describiendo la forma de las zonas plásticas a nivel cualitativo. En las 
figuras 4.1 y 4.37 ya se ha visto la forma típica, tanto en tensión plana como en 
deformación plana. En el primer caso la forma es semicircular y en el segundo toma una 
forma de lóbulo estirado verticalmente. La dimensión característica en ambos casos es 
la medida en el plano de la grieta de la zona plastificada a partir del vértice. El error en 
la medida está relacionado con el tamaño de los elementos en la parte final. 
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Se debe recordar que las suposiciones planteadas en este trabajo implican siempre estar 
en un régimen de plastificaciones de pequeña escala y, por tanto, las proporciones y 
forma de la zona plástica son sensiblemente iguales independientemente del valor de la 
carga máxima, de la longitud de la grieta y de la relación de tensiones, demostrándose 
además, que es únicamente este último parámetro el que tiene alguna repercusión en la 
zona plástica reversible como veremos más adelante. 
Cuando se abordó el problema de grietas pequeñas [21], se midió y tabuló no solo el 
radio plástico, sino también otras magnitudes que caracterizaran la forma de la zona 
plástica, observándose un cambio de orientación lógico cuando las grietas eran muy 
pequeñas (ver figura 4.82). En aquel caso se modelaron probetas MT y se adaptó la 
metodología al caso estudiado.  
Ningún fenómeno de este tipo ha sido observado en los cálculos realizados, por lo que 
vamos a pasar a analizar los resultados únicamente en función de la relación de 
tensiones. 
En la figura 4.83 se puede ver el radio plástico obtenido para distintos valores de R, 
adimensionalizado por el radio plástico de Dugdale, donde α = 1 en tensión plana y α = 
3 en deformación plana. En el caso de tensión plana, se observa que el tamaño de la 
zona plástica permanece constante y es independiente de R. En deformación plana se 
observa una leve reducción del mismo al aumentar R. 
En la figura 4.84 se puede ver en este caso el radio plástico reversible, definido como 
aquella zona en la que se produce plastificación a compresión una vez que se alcanza la 
carga mínima. En este caso ambos valores están adimensionalizados por el radio 
plástico de Dugdale en tensión plana (α = 1). 
 Se puede ver que hay una relación inversa con R, siendo muy pequeña para R altos 
como era de esperar ya que la carga mínima es mayor.  
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Figura 4.82.  Zona plástica para grietas largas y cortas respectivamente 
Vértice final de grieta
Estela simulada
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Figura 4.83. Radio plástico adimensionalizado 
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Figura 4.85. Relación entre los radios plásticos 
Figura 4.86. Relación inversa entre los radios plásticos y ajustes lineales 
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Se podría establecer una relación entre estos valores y las tensiones de apertura y cierre. 
Cabría pensar que el tamaño de la zona plástica reversible estuviera relacionado con la 
apertura y el cierre. Sin embargo, no se ha encontrado ninguna relación entre ellos, ni en 
términos de las tensiones de apertura o cierre ni en función de U. Esto volvería a incidir 
en la idea de que no es la zona plástica completa la que influye en el cierre, sino las 
plastificaciones en el entorno directo del vértice, como ya se ha venido sugiriendo. 
En la figura 4.85 se ha representado la relación entre la zona plástica en carga máxima y 
la zona plástica reversible. En deformación plana esta relación es menor que en tensión 
plana debido a los fenómenos ya indicados relativos al menor desarrollo de la estela y 
menor cierre. También se observa que hay un salto cuantitativo importante a partir de R 
= 0.7 debido al reducido tamaño de la zona plástica reversible. 
Si representamos la inversa de la relación anterior (radio plástico reversible entre radio 
plástico en carga máxima) se pueden establecer relaciones lineales en R tal y como se 




MODELADO Y ANÁLISIS DE 
RESULTADOS EN TRES 
DIMENSIONES 
Una vez estudiado el problema en profundidad en dos dimensiones y obtenidas las 
recomendaciones necesarias para la simulación completa del fenómeno del cierre de 
grieta, pasamos al modelado tridimensional. El objetivo principal de esta parte no es 
otro que estudiar, en términos cuantitativos, que ocurre realmente en la grieta, como es 
la transición desde el interior al exterior y que papel juega el espesor en la 
determinación del punto de apertura o cierre.  
Para ello se han realizado modelos tridimensionales que cumplan las exigencias 
establecidas en los capítulos anteriores. Estos modelos están al límite de los medios de 
cálculo disponibles en la fecha de realización del trabajo. 
5.1 MODELADO EN TRES DIMENSIONES 
Cuando la mecánica de fractura aborda el estudio de la concentración de tensiones en 
grietas asume como bidimensional un problema que en esencia es tridimensional. A la 
escala del tamaño de la probeta y con pequeños espesores se puede decir que el 
fenómeno está dominado por el comportamiento bidimensional, pero cuando se amplia 
la escala y se focaliza en el entorno de la grieta ya no se pueden ignorar los efectos 
tridimensionales que la afectan.  
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El más claro de estos efectos es el estado tensional, en el interior de la probeta 
estaremos ante un estado de deformación plana y en el exterior se tenderá a un estado de 
tensión plana propio de una superficie libre. Dado que el cierre de grieta está dominado 
por una reducida escala marcada por el radio plástico, con espesores muy pequeños (que 
podríamos considerar de chapa o de lámina) los efectos tridimensionales y de transición 
desde el interior al exterior cobran gran importancia incluso con pequeños espesores (3 
mm en nuestro caso, con probetas con w = 50 mm). 
En este primer apartado vamos a comentar brevemente los aspectos más significativos 
del modelado y mallado del problema. Muchos de ellos ya han sido tratados en el 
capítulo 2 por lo que se detallarán únicamente aquellos más característicos del problema 
tridimensional. Nos concentraremos en los tres modelos realizados con 3, 6 y 12 mm de 
espesor respectivamente, que han sido calculados con Kmax = 20, 25 y 30 Mpa·m
1/2, de 
manera que podemos obtener por extrapolación lineal el valor final. Por cuestiones de 
coste computacional, el modelado ha estado orientado a obtener resultados óptimos con 
Kmax = 25 Mpa·m
1/2 sin que los de Kmax = 30 Mpa·m
1/2 pierdan validez.  
El tamaño mínimo de elemento ha sido de 10 µm. La gran dificultad para la selección 
de este parámetro es que debía satisfacer aceptablemente las condiciones de mallado 
tanto en tensión plana como en deformación plana. El radio plástico de Dugdale para K 
= 20 Mpa·m1/2 es de 0.934 mm lo que supone en tensión plana un número de 93 
divisiones del radio plástico, sin embargo si suponemos un radio plástico en 
deformación plana de la tercera parte, éste quedaría dividida en 31 elementos que 
podemos considerar suficiente como para que nos encontremos en la zona lineal descrita 
en el capítulo 3.   
La elección de este parámetro está también en relación con el aspecto más crítico en los 
modelos tridimensionales, el del número de divisiones en la dirección del espesor, que 
en adelante lo denotaremos como hb (dimensión mínima de elemento en la dirección 
transversal al plano de la probeta).  
La elección de este parámetro viene acotada en los dos sentidos. La cota inferior la 
marcaría el coste computacional y la utilización de un número razonable de elementos. 
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En este caso, no se trata únicamente de cuestiones de tiempo de cálculo sino 
directamente de agotamiento de los recursos de memoria del ordenador empleado en su 
cálculo (2 Gb), ajustados al límite con el modelo de 12 mm de espesor. 
Por otro lado, la cota máxima vendría impuesta por dos condiciones, la primera es la 
necesidad de mallar de manera fina el espesor. En cálculos previos, con divisiones del 
espesor del orden de 8 elementos, se observó un gradiente importante de cambio de 
comportamiento, muy cercano al exterior de la probeta, que es necesario captar con 
precisión. Además, justo en la capa casi exterior, se encontró un comportamiento no 
esperado con un nuevo gradiente en sentido inverso que no había sido detectado con 
precisión en los trabajos referidos en la bibliografía. Esta condición impondría un 
tamaño de elemento máximo de al menos 1/20 veces el espesor. 
Este número de divisiones supera con creces los recogidos en la bibliografía hasta la 
fecha. La referencia más clásica es el trabajo realizado por Chermahini [13] en el año 
1986. En ella, dadas las limitaciones de cálculo, se dividía la probeta en 4 elementos en 
la dirección del espesor siendo el ancho de los elementos internos 5 veces el de los 
elementos exteriores. 
En un trabajo más reciente Roychowdhury y Doods [105] mallan el espesor en 5 
divisiones, en este caso el elemento interior es 12 veces el exterior. En ambos casos 
resultan deficientes para captar la evolución que se produce en el exterior de la probeta. 
Por otro lado, existe una segunda condición mucho más restrictiva ligada al tamaño 
mínimo de elemento previamente seleccionado. Puesto que éste se había fijado en 10 
µm por las razones ya expuestas, la altura de los elementos en el vértice de grieta debía 
ser tal que los prismas obtenidos guardáran una correcta proporción que no introdujera  
errores en los resultados, especialmente en una zona tan crítica como ésta. Por ejemplo, 
si dividimos en 20 elementos el espesor menor de 1.5 mm, correspondiente a la probeta 
de 3 mm (por modelarse solo un cuarto de probeta), obtendríamos una altura de 75 µm 
que proporciona una relación de 7.5 a 1 que no se considera aceptable, especialmente en 
esta zona tan crítica del modelo. En este caso se subió el número de divisiones a 35 
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quedando esta relación 4.3 a 1, más aceptable. En la Tabla 5.1 se resumen las 
características de cada modelo incluyendo esta proporción. 
Modelos en tres dimensiones 
Espesor 3 mm 6 mm 12 mm 
nº de elementos 37838 64016 148898 
nº de nodos 158995 238010 498016 
nº de variables 404471 591631 1205131 
Tamaño mínimo de 
elemento, tme 
10 µm 10 µm 10 µm 
Tamaño divisiones del 
espesor, hb 
42.86 µm 60 µm 60 µm 
nº divisiones del espesor 35 50 100 
Proporción de los 
elementos 
4.3 a 1 6 a 1 6 a 1 
Tabla 5.1. Parámetros de los modelos tridimensionales 
Además, esta segunda condición elimina la posibilidad de utilizar un mallado irregular 
en el espesor como han hecho Chermahini y Roychowdury. Puesto que se conocía (y en 
los primeros cálculos que se hicieron se confirmó) que el gradiente en deformaciones se 
producía en el exterior, era razonable realizar un mallado más fino en esta zona que en 
el interior. Sin embargo, puesto que la condición más limitante está impuesta en el 
interior (por las condiciones de deformación plana) el tamaño mínimo de elemento está 
marcado por estas condiciones en esa zona y, por tanto, de aumentar el tamaño en el 
interior, los elementos saldrían muy desproporcionados.  
El tamaño mínimo de malla junto al número de divisiones del espesor marcan el número 
de elementos total del modelo y la transición posterior hasta las zonas alejadas del 
vértice.  
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A parte de esto, los modelos se realizaron respetando las conclusiones previas en dos 
dimensiones, aprovechando la experiencia adquirida con objeto de no incrementar el 
número de elementos sin necesidad.  
Concretamente, en relación a la longitud de estela a simular, se han impuesto las 
condiciones más restrictivas correspondientes a tensión plana donde se ha demostrado 
que es necesario simular mayor longitud de estela. 
Por último, hay que decir que no se han incluido en los modelos algunos efectos 
tridimensionales que podrían tener su importancia, como es el caso de la curvatura del 
perfil del fondo de la grieta o la desviación del plano de crecimiento de la grieta a 
planos a 45º en las caras externas de la probeta (shear lip), por lo que las 
interpretaciones que se hagan deberán de tener en cuenta esta limitación. 
5.2 ANÁLISIS GENERAL DE RESULTADOS 
Empezaremos en este apartado mostrando una visión general de los resultados 
obtenidos con tres modelos con tres espesores distintos, en términos del campo de 
tensiones, de deformaciones y de desplazamientos. 
La exposición se centrará principalmente en el cálculo con Kmax = 25 Mpa·m
1/2 y R = 
0.3 con 3 mm de espesor por ser un caso intermedio donde se pueden observar los 
principales aspectos de los resultados. Cuando se considere de interés se presentarán 
otros resultados con distintas relaciones de tensiones, cargas máximas y espesores de 
probeta. En el anexo B de figuras se amplia el número de figuras y resultados como 
apoyo a las afirmaciones expresadas en este capítulo. 
5.2.1 Desplazamientos 
En primer lugar, comenzaremos con el campo de desplazamientos cerca del vértice. En 
las figuras 5.1 y 5.2 se representa el desplazamiento uy en la dirección perpendicular al 
plano de la grieta. La escala de colores, en todas las figuras que representan uy, está 
definida entre 0 (rojo) y 2 µm (azul), la parte gris corresponde a valores de 
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desplazamiento mayores cuya representación no es de interés a los efectos de esta 
exposición. En la figura 5.1 la grieta está abierta en carga máxima y en la figura 5.2 se 
puede observar la zona que ha cerrado, que corresponde aproximadamente con la zona 
en color rojo. Se puede ver que el contacto se produce, prácticamente, en una pequeña 
franja en el lateral exterior y únicamente en el primer nodo del interior (que se puede 
apreciar mejor en la figura B.2 del anexo B). 
En la figura 5.3 se puede ver el mismo caso de carga pero con la probeta de 6 mm, se 
puede observar que el resultado es el mismo en el exterior, pero aumentado el número 
de elementos de la zona interior. En el caso de R = 0.1 y b = 3 mm de la figura 5.4 se 
puede comprobar como ahora el cierre es mayor, no ya por que afecte a mayor longitud 
de estela (ya que ha sido necesario simularla para darle validez a los resultados), sino 
por que el efecto del cierre se extiende más hacia el interior.  
Se observa una pequeña irregularidad en la zona de transición de la malla que si bien no 
afecta a los resultados si que es una muestra indicativa de la dificultad que supone el 
mallado y lo crítico que resulta tratar de garantizar un mallado homogéneo y una 
transición suave en la zona que sufre las plastificaciones. 
En las figuras B.3 y B.4 del anexo B se presentan los resultados para Kmax = 20 y 30 
Mpa·m1/2 respectivamente, con R = 0.3 y b = 3 mm. Se detecta que a mayor carga, la 
zona en la que se extiende el contacto es mayor, esto indica una relación entre el cierre y 
la carga máxima no detectada en cálculos anteriores en dos dimensiones y que será 
abordada más adelante.  
Por último, en la figura 5.5 se representa el resultado obtenido con la probeta de 12 mm 
de espesor, R = 0.3 y Kmax = 20 Mpa·m
1/2. Si se compara con la figura B.3 se puede ver 
que la zona en contacto exterior es prácticamente la misma en términos absolutos. Más 
adelante se analizará este aspecto en términos cuantitativos. 
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Figura 5.2. Desplazamiento uy(m), en Kmin, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2 
Figura 5.1. Desplazamiento uy(m), en Kmax, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2
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Figura 5.4. Desplazamiento uy(m), en Kmin, R = 0.1, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2
 
Figura 5.3. Desplazamiento uy(m), en Kmin, R = 0.3, b =6 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2
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Figura 5.7. Desplazamiento uz(m), en Kmin, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2
 
Figura 5.6. Desplazamiento uz(m), en Kmax, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2
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Figura 5.9. Estela plástica, interior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2
 
Figura 5.8. Estela plástica, exterior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2 
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Figura 5.11. Estela plástica, exterior, R = 0.3, b =12 mm, Kmax=20 Mpa·m
1/2
 
Figura 5.10. Estela plástica, interior, R = 0.3, b = 6 mm, Kmax=20 Mpa·m
1/2
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En las figuras 5.6 y 5.7 se puede ver, en carga máxima y mínima respectivamente, el 
desplazamiento en la dirección perpendicular al plano de la probeta uz para Kmax = 25 
Mpa·m1/2, R = 0.3 y b = 3 mm. La escala gráfica es la misma en ambas imágenes para 
que se pueda comparar como se produce el desplazamiento del material hacia el interior. 
En las figuras B.5 y B.6 del anexo B se muestra otra vista en el plano de la grieta. De 
nuevo, la mayor parte del desplazamiento se produce en el exterior de la probeta, 
observándose como una vez liberada la carga, la zona por donde creció la estela (zona 
amarilla en la figuras B.6 y 5.7) es la que sufre el mayor hundimiento, permaneciendo 
deformada y forzando al resto del material aunque no haya plastificado. El mismo caso 
de carga para la probeta de 6 mm de espesor se representa de igual manera en las figuras 
B.7 y B.8. Los resultados para la probeta de 12 mm se muestran en las siguientes figuras 
B.9 y B.10. Las conclusiones que se pueden extraer en relación al papel del espesor son 
las mismas que en el caso anterior. 
5.2.2 Estela y zona plástica 
La manera de tener una visión precisa de la zona plástica es por medio de la 
representación de las plastificaciones alcanzadas en los elementos. En este caso se ha 
utilizado un parámetro que represente la plastificación equivalente en cada elemento 
(PEEQ). De esta manera, en la misma figura se visualiza tanto la zona plástica como la 
estela previa. En las figuras 5.8 a 5.11 se presentan algunos de estos resultados y es 
importante clarificar que parte corresponde a la estela y cual a la zona plástica donde 
aún no ha crecido la grieta.  
Si observamos la figura 5.9, en el plano inferior de la probeta, se puede observar que 
existe una zona deformada, con una evolución de los colores correspondiente a la 
transición que se da a lo largo de la estela hasta llegar al vértice de grieta. Esta parte es 
la correspondiente a las tensiones residuales que quedan en la estela como fruto de la 
redistribución del material al estirarse en dirección y a costa de un acortamiento en x. 
Como se puede observar este valor se reduce al acercarse al exterior de la probeta. Más 
adelante se volverá a este aspecto al describir el campo de tensiones. 
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En el vértice de grieta (que se identifica prácticamente con la línea donde empieza el 
color azul) se produce una transición muy rápida del nivel de plastificaciones y, por 
tanto, una evolución de la escala de colores en apenas una fila o dos de elementos. La 
zona plástica sería el resto de material en el que no ha crecido la grieta y donde se ha 
alcanzado la plastificación por leve que sea (color azul de la escala). La parte negra 
delimita los elementos que se han comportado en todo momento en régimen elástico. La 
frontera precisa es difícil de establecer pero aún así es posible hacerse una idea de la 
zona plástica y evaluar su tamaño. En el resto de las figuras se puede ver este mismo 
comportamiento. 
La zona plastificada correspondiente a Kmax = 25 Mpa·m
1/2, R = 0.3 y b = 3 mm, se 
muestra en las figuras 5.8 y 5.9, vista desde el exterior y el interior de la probeta 
respectivamente, esta incluye tanto la estela en la parte previa a la grieta como la zona 
plástica propiamente dicha. En la primera imagen, en la que se ha recortado el material 
elástico (los elementos no plastificados), se puede ver como, al contrario de lo que cabía 
esperar, en el exterior, la extensión de la zona plástica es menor que en el interior, 
habiendo una transición inicial en la que crece el radio plástico para decrecer un poco 
hacia el interior.  
Esta evolución se confirma con el resto de casos calculados (algunos de los cuales se 
muestran en este apartado y otros en el anexo B de figuras) quedando patente que la 
forma de la zona plástica no es exactamente la forma clásica de “hueso de perro” que se 
suele representar (figura 1.6). En las figuras 5.10 y 5.11 se representa la zona plástica 
para las probetas de 6 y 12 mm de espesor respectivamente, con Kmax = 20 Mpa·m
1/2 y R 
= 0.3 en ambos casos. En ellas se puede observar este efecto de manera más 
pronunciada a causa de la mayor transición hacia el interior afectada por el espesor de la 
probeta en cada caso.  
 De los resultados obtenidos se puede detectar que la forma y tamaño de la zona plástica 
se ve además ligeramente afectada por la carga máxima. También se puede observar 
como R no influye en ella y su transición hacia el interior. Más adelante, en el apartado 
5.4 se abordará este tema en profundidad y de manera cuantitativa.   
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5.2.3 Tensiones 
Pasando a continuación al campo de tensiones, comenzaremos por las tensiones 
equivalentes de Von Mises. Éstas, además de localizar las zonas con mayor carga, 
permiten detectar donde ha plastificado el material en correspondencia con el estado de 
carga, de manera que las zonas plastificadas en ciclos anteriores (la estela dejada atrás) 
se distingue de la correspondiente al punto de carga representado.  
Para el caso de referencia Kmax = 25 Mpa·m
1/2, R = 0.3 y b = 3 mm, se ha representado  
la tensión de Von Mises en las figuras 5.12 a 5.15, con vistas desde el interior y exterior 
de la probeta, las dos primeras corresponden a la carga máxima y las dos siguientes a 
carga mínima. La zona plastificada corresponde a partir de diversas franjas de verde 
según se puede ver en la escala gráfica.  
Lo primero que podemos observar en carga máxima (figuras 5.12 y 5.13), es que, tanto 
en el exterior como en el interior, la distribución de las tensiones equivalentes de Von 
Mises son similares, siendo en ambos casos más aproximadas al estado de deformación 
plana que al de tensión plana. Ello se puede observar por ejemplo en el pequeño lóbulo 
de color verde claro (correspondiente, según la escala gráfica, a una tensión equivalente 
de 4.663·108 N/m2, por encima del valor de plastificación) que se forma encima del 
vértice de grieta, de manera similar a un lado y otro de la probeta. La parte interior se 
mantiene igual hasta aproximadamente una distancia de un tercio del exterior donde 
empieza a crecer. Teóricamente debería crecer hasta el exterior (hasta el tamaño en 
tensión plana), pero a partir de un punto máximo empieza a decrecer hasta el  valor que 
se muestra en la superficie exterior. Desde el exterior se observa de nuevo que existe un 
rápido gradiente donde crecen las tensiones para luego reducirse hacia el interior. 
Este comportamiento se corresponde con lo ya descrito relativo a la zona plástica en el 
subapartado anterior y se confirma, con pequeñas oscilaciones, en el resto de los 
cálculos. En el anexo se pueden ver los resultados correspondientes a R = 0.1. 
En cuanto a la carga mínima, representadas en las figuras 5.14 y 5.15 desde el exterior y 
el interior respectivamente, se pueden observar dos aspectos interesantes. En primer 
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lugar, si nos centramos en el vértice de grieta, en la zona donde aún no ha crecido la 
grieta, podemos detectar una pequeña zona plastificada a compresión. Se distingue con 
claridad por el fuerte gradiente de tensiones (y cambio rápido de escala de colores) y se 
puede observar que se trata de una franja prácticamente de valor constante  en todo el 
espesor exceptuando una pequeña zona muy cercana al exterior donde se reduce 
ligeramente su tamaño.  
Por otro lado, si nos fijamos en la estela plástica, en el plano inferior, antes de llegar al 
vértice de la grieta, también se puede ver en las gráficas anteriores como existe una 
pequeña capa de material que sufre unas tensiones importantes en la zona por donde 
creció la estela. Se trata de una capa estrecha de apenas 0.1 mm de espesor pero que 
alcanza tensiones de plastificación (color verde más oscura). Exceptuando una pequeña 
franja en el exterior y una fila de nodos en el interior (correspondiente de manera 
aproximada a la parte representada en rojo en la figura 5.2), esta zona es una superficie 
libre que no está en contacto con la superficie inferior (la superficie de contacto en 
nuestro caso), por tanto, este nivel de tensiones corresponde a tensiones residuales en el 
plano de la grieta (plano x-z) que, como se ve, solo afectan a la parte más externa del 
material. 
En estas figuras y en las que se mostrarán en adelante aparecen unas franjas con valores 
irregulares a una cierta distancia lejana del vértice de grieta (en este caso se puede 
observar unas zonas en amarillo y naranja). Estos valores no tienen validez y no deben 
llevar a confusión con respecto a la interpretación de los resultados. Indudablemente, 
estos resultados se deben de desechar e ignorar ya que se trata de un reflejo del 
comportamiento transitorio que se produce cuando se empieza a simular el problema. 
Recuérdese todo lo comentado al respecto en el capítulo 2 de metodología. La 
aplicación suave y el incremento paulatino de las cargas en los primero ciclos (figura 
2.28) trata de minimizar este efecto y con la metodología empleada se pretende 
garantizar que en el punto en el que se toman los datos el efecto sobre los resultados se 
ha eliminado.  
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Si pasamos a continuación a describir cada una de las componentes de la tensión, en las 
siguientes cuatro gráficas (figuras 5.16 a 5.19) se representa la tensión σy. De nuevo, 
centraremos la descripción en el caso de Kmax = 25 Mpa·m
1/2, R = 0.3 y b = 3 mm. En 
las figuras 5.16 y 5.17 se muestran los dos laterales del modelo para la carga máxima. 
Se puede ver como en el interior se alcanzan valores más altos debido al estado de 
mayor restricción correspondiente a deformación plana y como esto se mantiene así 
hasta prácticamente un cuarto del exterior donde cae hasta valores del orden de la mitad.  
La misma evolución se observa en los resultados correspondientes a la probeta de 6 mm 
con el mismo estado de carga (ver figuras B.19 y B.20 en el anexo B), donde en este 
caso, la transición es en una zona más pequeña en relación al espesor y similar en 
términos absolutos. En la figura B.18 del anexo B, correspondiente al caso de carga 
Kmax = 20 Mpa·m
1/2 y R = 0.3, con la probeta de 12 mm de espesor se puede observar 
como se reduce drásticamente esta zona de transición en términos relativos.  
En las figuras 5.18 y 5.19 se muestra la misma tensión pero para carga mínima (para 
Kmax = 25 Mpa·m
1/2, R = 0.3 y b = 3mm). Lo primero que se puede observar es la 
pequeña franja que plastifica a compresión (que aproximadamente se corresponden con 
las zonas azul y verde oscuro, ver figura 5.21 con mayor detalle), casi constante 
independientemente del espesor.  
Se puede ver también que en el exterior, la zona comprimida (aunque no plastificada a 
compresión, verde más claro) es mayor que en el interior. Las compresiones en el 
exterior (figura 5.20) se extienden más y eliminan la plastificación. Esto es coherente 
con el hecho ya expuesto de que la zona plástica en el exterior se va reduciendo más de 
lo que a priori era de esperar en relación a los valores obtenidos en tensión plana en dos 
dimensiones. El contacto cíclico de esta zona fuerza la plastificación a compresión y 
reduce la plastificación acumulada resultante.   
Igualmente, se puede observar que en el interior queda una amplia zona plastificada a 
tracción proveniente del ciclo de carga anterior (zona naranja y roja), esto está causado 
por que el contacto que se ha producido en el exterior ha impedido que se cierre más el 
interior. El cierre exterior provoca una alteración en la evolución del interior de la 
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probeta que retrasa su cierre. La zona que contacta se puede observar en estas figuras 
porque se corresponde aproximadamente con el color verde (tensiones σy negativas) en 
la parte delantera del frente de grieta, en la estela. Es coincidente con la zona roja en la 
figura 5.2.  
De nuevo en el anexo B se muestran los resultados obtenidos para el mismo caso de 
carga (Kmax = 25 Mpa·m
1/2 y R = 0.3) pero con la probeta de 6 mm del que se pueden 
hacer los mismos comentarios (figuras B.21 y B.22). 
En cuanto al campo de tensiones σx (figuras 5.22 a 5.25) se puede ver un 
comportamiento análogo al anterior aunque con una diferencia sustancial en relación a 
las tensiones residuales en la estela.  
En primer lugar, analizando el estado correspondiente a carga máxima (figuras 5.22 y 
5.23), si observamos la zona posterior al vértice de grieta, se puede ver como en el 
interior, debido al estado de mayor restricción del movimiento, existe una elevada 
tensión en la dirección x. Esta tensión se alivia cuando nos acercamos al exterior, pero, 
de nuevo, la transición se produce fundamentalmente en una pequeña zona cercana al 
exterior.    
Respecto a las tensiones residuales en el plano inferior de la estela, a las que se hizo 
referencia en el subapartado anterior, se puede apreciar que, exceptuando una pequeña 
zona del exterior, estas son de valor positivo en esta dirección. Esta es la situación 
correspondiente a un estado de deformación plana donde el aporte de material estirado 
en la dirección y, es proveniente de un acortamiento en el plano en la dirección x, 
provocando como reacción unas tensiones de tracción en esta dirección. Conforme nos 
acercamos al exterior, aumenta la deformación en la dirección z (el plano de la probeta), 
por lo que el material aportado no proviene únicamente del acortamiento en dirección x 
y, por tanto, se alivian estas tensiones.  
Estas tensiones residuales, que superan la tensión de plastificación, se pueden observar 
tanto en el estado de carga máxima como con carga mínima (figuras 5.24 y 5.25). En 
este caso se puede observar la reducción de las tensiones que le produce la compresión 
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del material en y al darse el contacto. En la zona que no hay contacto no se producen 
variaciones en estas tensiones residuales a lo largo del ciclo. 
Las tensiones σz siguen una evolución similar desde el interior al exterior pero por 
causas diferentes ya que parten de un valor finito en el interior hasta hacerse nulas en la 
superficie libre como era de esperar. Éstas se representan en las figuras 5.26 y 27, se ve 
como se reducen desde el interior hasta hacerse cero en el exterior. De nuevo son un 
indicativo de la transición del comportamiento de tensión plana a deformación plana. 
Hay que indicar que estas tensiones no generan plastificación del material en esta 
dirección al ser menores que la tensión de fluencia.  
En el vértice de la grieta se puede ver como se produce un gradiente importante que 
acompaña, además, al ciclo de carga y descarga al estar en tracción en el caso de carga 
máxima y a compresión con carga mínima.   
Como complemento a los resultados expuestos, en las figuras 5.28 a 5.30 se muestran 
las tensiones tangenciales en el plano de la probeta x-y. Lo más significativo es el 
gradiente tan importante que se produce en el vértice que cambia de signo de carga 
máxima a mínima. A lo largo del espesor, el comportamiento con carga máxima es 
sensiblemente el mismo, independientemente del estado tensional. Este gradiente se 
suaviza mucho en la cara exterior de la probeta cuando se llega a la carga mínima y se 
produce el contacto en la zona exterior.  
El resto de tensiones tangenciales se representan en las figuras 5.32 a 5.35 vistas 
únicamente desde el exterior y son representativas, de nuevo, del gradiente de 
comportamiento en el espesor hacia dentro.  
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Figura 5.13. σvon mises, en Kmax , interior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2
 
Figura 5.12. σvon mises, en Kmax , exterior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2 
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Figura 5.15. σvon mises, en Kmin , interior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2
 
Figura 5.14. σvon mises, en Kmin , exterior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2 
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Figura 5.17. σy, en Kmax , interior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2
 
Figura 5.16. σy, en Kmax , exterior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2
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Figura 5.19. σy, en Kmin , interior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2 
Figura 5.18. σy, en Kmin , exterior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2
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Figura 5.21. σy, en Kmin , interior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2
 
Figura 5.20. σy, en Kmin , exterior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2
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Figura 5.23. σx, en Kmax , interior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2
 
Figura 5.22. σx, en Kmax , exterior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2 
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Figura 5.25. σx, en Kmin, interior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2
 
Figura 5.24. σx, en Kmin , exterior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2 
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Figura 5.27. σz, en Kmin, interior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2
 
Figura 5.26. σz, en Kmax, interior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2 
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Figura 5.29. τxy, en Kmax , interior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2
 
Figura 5.28. τxy, en Kmax , exterior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2 
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Figura 5.31. τxy, en Kmin, interior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2
 
Figura 5.30. τxy, en Kmin , exterior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2 
Modelado y análisis de resultados en tres dimensiones  Capítulo 5 
248 
Figura 5.33. τxz, en Kmin, exterior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2
 
Figura 5.32. τxz, en Kmax , exterior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2 
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Figura 5.35. τyz, en Kmin, exterior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2
 
Figura 5.34. τyz, en Kmax , exterior, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpa·m
1/2 
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5.3 TENSIONES DE APERTURA Y CIERRE 
En este apartado se van a presentar los resultados obtenidos en términos de los dos 
criterios establecidos de apertura y cierre (Ktt y Knc). 
5.3.1 Resultados 
En las figuras 5.36 a 5.43 se muestran algunos de los resultados para diferentes 
espesores y distintas Kmax. No se han representado todos los cálculos realizados sino un 
número amplio de ellos suficientemente representativo de lo que ocurre en el resto de 
los casos. En las figuras 5.36 a 5.39, para la probeta de espesor b = 3 mm se muestran 
los resultados con Kmax = 25 Mpa·m
1/2 y los cuatro valores de R (0.1, 0.3, 05 y 0.7). Para 
la probeta de 6 mm, se grafican los tres estados de carga para R = 0.3 (figuras 5.40 a 
5.42). Finalmente, en la figura 5.43, se representan los resultados del caso de carga 
calculado con espesor de 12 mm (Kmax = 20 Mpa·m
1/2, R = 0.3). En el anexo B de 
figuras se complementa esta información con más resultados.  
Se han obtenido los valores de la tensión de cierre a lo largo del espesor en distintos 
puntos, más concentrados en el exterior y más extendidos en el interior. Se grafican 
según una escala que indica la distancia en valor absoluto desde el exterior hasta el 
punto en el que se ha tomado el dato. Junto a ellos, se representan con símbolos huecos 
los resultados en dos dimensiones obtenidos previamente, en el exterior el 
correspondiente a tensión plana y en el interior deformación plana.  
De la observación de todas estas gráficas, la conclusión más inmediata es el gradiente 
que se produce cerca del exterior a partir del cual los resultados convergen a un valor 
casi constante en todo el interior de la probeta. En la figura 5.44 se han representado 
juntos los resultados para las probetas de 3 y 6 mm, para Kmax = 25 Mpa·m
1/2, R = 0.3 y 
b = 3 mm, en ella se puede comprobar como las curvas se solapan indicando que este 
gradiente no es relativo al espesor sino absoluto, lo cual es un dato de gran interés. Este 
comportamiento se confirma con el resto de los resultados (véanse también las figuras 
B.28 a B.30 del anexo).  
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Figura 5.36. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor,  
Kmax = 25 Mpa·m
1/2, R = 0.1, b = 3 mm  
Figura 5.37. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor,  
Kmax = 25 Mpa·m
1/2, R = 0.3, b = 3 mm  
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Figura 5.38. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor,  
Kmax = 25 Mpa·m
1/2
, R = 0.5, b = 3 mm  
Figura 5.39. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor,  
Kmax = 25 Mpa·m
1/2
, R = 0.7, b = 3 mm  
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Figura 5.40. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor,  
Kmax = 20 Mpa·m
1/2
, R = 0.3, b = 6 mm  
Figura 5.41. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor,  
Kmax = 25 Mpa·m
1/2
, R = 0.3, b = 6 mm  
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Figura 5.42. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor,  
Kmax = 30 Mpa·m
1/2
, R = 0.3, b = 6 mm  
Figura 5.43. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor,  
Kmax = 20 Mpa·m
1/2
, R = 0.3, b = 12 mm  
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Figura 5.44. Comparación de tensiones de apertura y cierre a lo largo del 
espesor, Kmax = 25 Mpa·m
1/2
, R = 0.3, b = 3 y 6 mm  
Figura 5.45. Comparación de tensiones de apertura y cierre a lo largo del 
espesor, Kmax = 20 Mpa·m
1/2
, R = 0.3, b = 3, 6 y 12 mm  
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Se ha observado que este comportamiento es diferente según el valor de R y también se 
ve afectado por el valor de Kmax. En la figura 5.45, donde se presentan los resultados 
junto a los de la probeta de 12 mm de espesor (Kmax = 20 Mpa·m
1/2 y R = 0.3), de nuevo 
se comprueba como, efectivamente, en la zona cercana al exterior, los resultados se 
solapan prácticamente, independientemente de lo que pase en el interior. En la figura 
5.46 se ha ampliado la escala cerca del exterior, representándose los resultados 
correspondientes a un milímetro desde el exterior mostrándose este efecto con mayor 
claridad. 
Esta relación entre la zona de transición de los valores de cierre en términos absolutos 
es un aspecto bastante significativo de cara a interpretar el efecto que el espesor puede 
ejercer sobre el cierre de la grieta y será tratado de manera cuantitativa posteriormente. 
Figura 5.46. Comparación de tensiones de apertura y cierre a lo largo del 
espesor, Kmax = 20 Mpa·m
1/2
, R = 0.3, b = 3, 6 y 12 mm  
(escala horizontal ampliada) 
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Este comportamiento es común a todos los criterios de definición tanto de la apertura 
como del cierre. Además, se puede ver en todas las gráficas como los criterios Kttop y 
Kncop están más cercanos en el exterior que en el interior debido al mayor mallado 
relativo cerca del exterior con condiciones de tensión plana. Parece claro que la 
convergencia entre ambos criterios se sigue manteniendo en tres dimensiones.   
De nuevo, la extrapolación lineal de los valores obtenidos proporciona el resultado final 
deseado, a la vez que se comprueba que el procedimiento establecido en dos 
dimensiones es aplicable y válido en todo el espesor de la probeta en tres dimensiones y, 
por tanto, son extensibles las conclusiones obtenidas en relación al tamaño mínimo de 
elemento.  
En las figuras 5.47 a 5.54 se ha representado gráficamente el procedimiento de 
obtención de los resultados para los distintos criterios. La leyenda que acompaña indica 
la distancia al exterior en mm del punto donde se representa el dato (corresponde al eje 
horizontal en las figuras anteriores). Se presentan únicamente para el caso de R = 0.3, 
para los dos espesores de probeta de los que se disponían datos completos (b = 3 y 6 
mm). En general, se puede decir que son de aplicación todos los comentarios realizados 
en el capítulo 3, acerca del procedimiento de obtención del valor final y de las 
dificultades encontradas con algunos criterios, especialmente para los valores de R 
altos.  
Los resultados finales, para b = 6 mm, se han graficado en las figuras 5.55 a 5.58 para 
los distintos valores de las relaciones de tensiones (en el anexo B se recogen los 
correspondientes a b = 3 mm). Como comentario general, se puede decir que se observa 
la convergencia entre Kttop y Kncop en el exterior. En el interior se produce un 
acercamiento, sin embargo no llegan a converger. En este caso se deben recordar las 
dificultades encontradas con el criterio Knc en deformación plana (especialmente con R 
altos) y que, como se comprobó en el apartado anterior, casi todo el contacto se produce 
cerca del exterior. 
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Figura 5.47. Extrapolación lineal para obtener Kttop, R = 0.3, b = 3 mm 
Figura 5.48. Extrapolación lineal para obtener Kttcl, R = 0.3, b = 3 mm 
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Figura 5.49. Extrapolación lineal para obtener Kncop, R = 0.3, b = 3 mm 
Figura 5.50. Extrapolación lineal para obtener Knccl, R = 0.3, b = 3 mm 
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Figura 5.51. Extrapolación lineal para obtener Kttop, R = 0.3, b = 6 mm 
Figura 5.52. Extrapolación lineal para obtener Kttcl, R = 0.3, b = 6 mm 
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Figura 5.53. Extrapolación lineal para obtener Kncop, R = 0.3, b = 6 mm 
Figura 5.54. Extrapolación lineal para obtener Knccl, R = 0.3, b = 6 mm 
 













0 0,06 0,12 0,18 0,36 0,72 1,08 1,5 1,92 2,28 2,64 3













0 0,06 0,12 0,18 0,36 0,72 1,08 1,5 1,92 2,28 2,64 3
Modelado y análisis de resultados en tres dimensiones  Capítulo 5 
262 
Figura 5.55. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor obtenidas por 
extrapolación, R = 0.1, b = 6 mm  
Figura 5.56. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor obtenidas por 
extrapolación, R = 0.3, b = 6 mm  
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Figura 5.57. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor obtenidas por 
extrapolación, R = 0.5, b = 6 mm  
Figura 5.58. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor obtenidas por 
extrapolación, R = 0.7, b = 6 mm  
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Es interesante representar estos resultados en función de R y tratar de ver su relación 
con las correlaciones establecidas previamente en dos dimensiones. En las figuras 5.59 a 
5.62 se grafican los datos finales (los mostrados en las figuras 5.55 a 5.58 más los de las 
figuras B.31 a B.34 del anexo correspondientes a b = 3 mm) en función de R junto a los 
resultados y correlaciones bidimensionales. Para cada valor de R aparece una 
distribución de puntos donde los valores más altos corresponden al exterior de la 
probeta y los más pequeños al interior.  
La primera observación es que aparecen prácticamente superpuestos los resultados para 
las probetas de 3 mm y de 6 mm, lo que indica que los resultados son muy similares. Ya 
se ha visto que incluso es coincidente su distribución espacial en el espesor (figuras 5.44 
a 5.46). 
Analizando cada criterio por separado y comenzando por Kttop (figura 5.59), se puede 
ver que los valores interiores siguen de manera bastante fiel los resultados 
correspondientes a este criterio en deformación plana. En cuanto a los resultados 
exteriores, están algo por encima de los correspondientes a tensión plana en una 
situación intermedia entre la apertura y el cierre coincidiendo prácticamente con el 
criterio Ktt (definido en el capítulo anterior como el promedio entre los dos criterios 
Kttop y Kttcl). En el siguiente capítulo se correlacionarán estos datos y se verá que tienen 
significación en relación a la velocidad de propagación de la grieta con amplitud 
constante. 
En cuanto a los valores de cierre Kttcl (figura 5.60), se observa como están 
perfectamente acotados entre los dos extremos obtenidos en tensión plana y 
deformación plana, luego parece que los modelos bidimensionales son bastante válidos 
para captar este fenómeno. De nuevo la relación con R es muy débil y no parece 
indicativa de que tenga gran influencia este criterio en el cierre como se discutió 
anteriormente. 
Pasando al criterio Kncop, en la figura 5.61 se aprecia como los valores del exterior son 
muy similares a los obtenidos con Kttop, siguiendo la misma tendencia observada en dos 
dimensiones en el sentido de que son convergentes para mallados muy finos. Con los 
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resultados internos, sin embargo, no ocurre lo mismo, son más bajos y no se observa la 
convergencia indicada entre criterios. Esto es debido a la dificultad de determinar la 
apertura o el cierre con el criterio de contacto entre nodos en estados de deformación 
plana, como ya se ha comentado previamente.    
Por último, los valores de Knccl (graficados en la figura 5.62), muestran la misma 
tendencia que los obtenidos en dos dimensiones. El cierre en el exterior está por debajo 
de la apertura con una diferencia casi constante de valor aproximadamente 0.1, tal y 
como ocurría en tensión plana. En cuanto a la parte interior, son resultados muy bajos 
que incluso en ocasiones no muestran apertura ni cierre. De nuevo serían aplicables los 
comentarios realizados sobre las dificultades del uso de este criterio en deformación 
plana. 
Posteriormente, en el capítulo siguiente retomaremos estos resultados, junto a los de dos 
dimensiones, con objeto de validarlos experimentalmente y de determinar su 
significación en el proceso de cierre. 
5.3.2 Zona de transición 
Como se ha indicado, se observa que hay un comportamiento exterior y otro interior y 
una transición muy rápida del exterior al interior. Para la cuantificación y estudio de 
esta transición se ha hecho un ajuste numérico de esas curvas para detectar cuando se 
puede considerar que la transición se ha producido de manera casi completa. 
Para ello se ha utilizado la siguiente expresión para ajustar funciones de U (ecuación 
1.22): 
 ( )bf cxUxU +−=
1
)(  (5.1) 
Donde Uf es la asíntota final, x es la distancia desde el exterior adimensionalizada por el 
espesor de la probeta, y b y c son dos coeficientes a ajustar. El ajuste se hará entre x = 0 
(exterior de la probeta) y x = 0.5 (interior).  
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En las figuras 5.63 y 5.64 se muestran algunos de los ajustes realizados, los símbolos 
corresponden a los valores numéricos y la curva es la función ajustada. Una vez 
realizado esto, se determina la distancia en la que la curva alcanza el 99 % de su valor 
final (se puede ver gráficamente en la figura 5.64), esta distancia adimensionalizada por 
el espesor se denominará en adelante λ. En las figuras 5.65 a 5.71 se muestran los 
resultados de λ, obtenidos en términos relativos en tanto por ciento, tanto para las 
probetas con espesor de 3 mm como para las de 6 mm.  
En las cuatro primeras se muestran los resultados para cada valor de R. Se representa en 
una misma gráfica el valor de λ para los distintos criterios utilizados y las tres cargas 
máximas calculadas. Si exceptuamos el criterio Uttcl, la tendencia en general es que λ 
está relacionada con Kmax de manera directa, a mayor carga mayor zona de transición.  
En cuanto a Uttcl, la poca variación que se produce en sus valores internos y externos 
hace que presente valores de λ bajos (en torno al 5 %) y con poca relación con otras 
variables, tanto Kmax como con R, tal y como se verá a continuación. Tampoco son muy 
representativos los valores correspondientes a R = 0.7 debido al poco cierre que se 
presenta y a la dificultad de realizar los ajustes con los resultados obtenidos. 
Se observa, por tanto, que existe una pequeña influencia de la carga máxima, en cierto 
modo esperada a la vista de los resultados mostrados en el apartado anterior, que si bien 
no parece haber afectado a la linealidad de los resultados, si que indica que 
probablemente sea un parámetro a considerar en el futuro. A la hora de analizar la zona 
plástica aparecerá de nuevo este aspecto. 
En las figuras 5.69 a 5.71 se representa λ para distintas relaciones de tensiones R con 
cada nivel de carga. En este caso, la relación es inversa, λ decrece con el aumento de R. 
Llegando a ser prácticamente nula con R = 0.7, si bien es cierto que en estos casos 
resulta complejo determinar los resultados con precisión. 
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Figura 5.63. Funciones de U ajustadas,  
Kmax = 25 Mpa·m
1/2
, R = 0.1, b = 3 mm  
Figura 5.64. Funciones de U ajustadas,  
Kmax = 25 Mpa·m
1/2, R = 0.3, b = 6 mm  
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Figura 5.65. Zona de transición según Kmax, R = 0.1 
Figura 5.66. Zona de transición según Kmax, R = 0.3 
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Figura 5.67. Zona de transición según Kmax, R = 0.5 
Figura 5.68. Zona de transición según Kmax, R = 0.7 
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Figura 5.69. Zona de transición según R, Kmax = 20 Mpa·m
1/2
 
Figura 5.70. Zona de transición según R, Kmax = 25 Mpa·m
1/2 
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Figura 5.71. Zona de transición según R, Kmax = 30 Mpa·m
1/2 
Figura 5.72. Relación entre la zona de transición con 3 y 6 mm 
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Figura 5.73. Relación entre zonas de transición, Kmax = 20 Mpa·m
1/2 
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Figura 5.74. Relación entre zonas de transición, Kmax = 25 Mpa·m
1/2 
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Figura 5.75. Relación entre zonas de transición, Kmax = 30 Mpa·m
1/2 
Figura 5.76. Relación entre la zona de transición de la probeta de 12 mm con 
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 Una cuestión de gran interés es conocer si la zona de transición está relacionada con el 
espesor en términos absolutos o relativos. Para ello se han relacionado los valores 
absolutos de la zona de transición (λ multiplicado por el espesor). En las figura 5.72 a 
5.75 se representa la relación entre la zona de transición en la probeta de 3 mm y la de 6 
mm. Como se puede observar, casi todos los valores se encuentran entorno a 1, lo cual 
indica que la transición se produce en una zona del mismo tamaño absoluto, aunque 
variable según R.  Se trata de una conclusión de gran importancia ya que indica que esta 
zona, donde se produce fundamentalmente el cierre como se ha visto anteriormente, es 
independientemente del espesor de la probeta.  
La relación entre los resultados con la probeta de 12 mm y las otras dos se representan 
en la figura 5.76, donde se confirma lo anterior y se podrían extender los mismos 
comentarios.  
Hay que indicar que aunque los resultados oscilan entre 0.75 y 1.25, se puede considerar 
aceptable puesto que este valor lleva acumulados una serie de errores que podrían ser de 
ese orden. El origen de estos errores es debido, entre otros, al propio modelo de 
elementos finitos, a la determinación de cada criterio y, especialmente, al ajuste 
numérico realizado para obtener λ, muy afectado por los valores extremos en el exterior 
de la probeta y cuya obtención resulta más compleja. Teniendo en cuenta que estamos 
combinando dos resultados que arrastran estos errores es suficiente la precisión 
obtenida.  
Por último, antes de finalizar este apartado debemos decir que en este estudio no 
podemos decir nada acerca de la influencia de la longitud de grieta al haberse hecho 
para una misma posición fija del vértice de grieta final. De cualquier forma, de los 
resultados analizados, no parece que haya ningún indicio que haga pensar que pueda 
tener una influencia distinta a la ya referida en dos dimensiones. 
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5.4 ZONA PLÁSTICA 
Al igual que se hizo en el caso bidimensional, vamos a estudiar la zona plástica obtenida 
por los diversos cálculos, tanto en carga máxima como mínima (zona plástica 
reversible). De nuevo, se debe indicar antes de continuar que la precisión en los radios 
plásticos obtenidos no es alta ya que el error en la medida está relacionado con el 
tamaño de elemento y en el contorno de la zona plástica estos son apreciablemente 
mayores que en el vértice (como ya se ha visto en las figuras 5.8 a 5.11). No obstante, se 
han obtenido unos valores con suficiente aproximación que dan una idea bastante clara 
de la forma y evolución de la zona plástica, tanto cualitativa como cuantitativamente. 
En las figuras 5.77 a 5.79 se representa la zona plástica correspondiente a la probeta de 
3 mm. Se representan en cada gráfica el radio plástico adimensionalizado por el de 
Dugdale en tensión plana, para distintos puntos a lo largo del espesor, con mayor 
densidad en la zona exterior, donde de nuevo se produce el mayor gradiente. La escala 
horizontal representa la distancia desde el exterior, por tanto el valor cero corresponde 
con el exterior y, en este caso, 1.5 mm será el centro de la probeta. Se incluyen en ellos 
los valores correspondientes a tensión plana y deformación plana representados por 
líneas discontinuas.  
Se han graficado, para cada valor de carga máxima, los cuatro resultados para distintas 
R juntos. Se puede observar que, al igual que en dos dimensiones, son sensiblemente 
similares siendo las oscilaciones del orden de los tamaños de elementos en la zona. En 
las figuras 5.80 a 5.82 se presentan los valores correspondientes a la probeta de 6 mm 
donde se puede hacer el mismo comentario. Finalmente en la Figura 5.86 aparecen los 
resultados correspondientes a la  probeta de 12 mm con Kmax = 20 Mpa·m
1/2 y R = 0.3. 
En las figuras 5.83 y 5.84 se representan, para las probetas de 3 y 6 mm 
respectivamente, los resultados para R = 0.3 con las distintos valores de carga. En este 
caso si que se observa una relación con Kmax que, aunque ya se ha visto que no parece 
que repercuta en los valores de las tensiones de apertura o cierre, si que provoca una 
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transición en el espesor diferente para cada estado de carga, que se comentará 
posteriormente.  
Si representamos juntas, en una escala absoluta del espesor, los resultados de ambas 
figuras (figura 5.85) podemos ver como en la parte exterior de la probeta el 
comportamiento es muy parecido, variando la evolución hacia el interior, según los 
espesores y los distintos niveles de carga. En la figura 5.87 se ha incluido el resultado 
con la probeta de 12 mm.    
Un aspecto importante que se observa en todos los casos es que la zona plástica no 
presenta la forma típica de hueso, con un interior reducido (tendente al valor en 
deformación plana) y un exterior amplio (del orden del resultado en tensión plana). Se 
puede detectar en todos los casos, que en el exterior existe una apreciable reducción de 
la zona plástica respecto al valor esperado. Sin embargo, este valor  se alcanza a partir 
de una distancia fija desde el exterior, independiente del espesor de la probeta y del 
nivel de carga aplicado. 
Esta distancia coincide aproximadamente con la zona de transición, obtenida en el 
apartado anterior, correspondiente al punto donde comenzaba el comportamiento de 
deformación plana. Todo ello, por tanto, redunda en la idea de que es en una pequeña 
zona en el exterior donde se está produciendo el fenómeno del cierre con claridad, 
donde el contacto se extiende más y las presiones son más altas. Esto hace que la zona 
plástica se reduzca durante la descarga y como consecuencia evolucione hasta ser más 
pequeña de lo esperado, alterando el resultado previsible a priori. 
A partir de ese punto, se observa que la zona plástica sigue evoluciones diferentes según 
el nivel de carga y el espesor de la probeta. La tendencia general es a reducirse la zona 
plástica hacia el tamaño obtenido en los modelos en deformación plana aunque sin 
alcanzarlos. 
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Figura 5.77. Zona plástica Kmax = 20 Mpa·m
1/2
, b = 3 mm 
Figura 5.78. Zona plástica Kmax = 25 Mpa·m
1/2
, b = 3 mm 
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Figura 5.79. Zona plástica Kmax = 30 Mpa·m
1/2
, b = 3 mm 
Figura 5.80. Zona plástica Kmax = 20 Mpa·m
1/2
, b = 6 mm 
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Figura 5.81. Zona plástica Kmax = 25 Mpa·m
1/2
, b = 6 mm 
Figura 5.82. Zona plástica Kmax = 30 Mpa·m
1/2
, b = 6 mm 
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Figura 5.83. Zona plástica R = 0.3, b = 3 mm 
Figura 5.84. Zona plástica R = 0.3, b = 6 mm 
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Figura 5.85. Zona plástica R = 0.3, juntos b = 3 y 6 mm 
Figura 5.86. Zona plástica Kmax = 20 Mpa·m
1/2
, b = 12 mm, R = 0.3 
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Sin embargo, se ve claramente influenciado por el nivel de carga, cuanto más alta sea, 
más lenta es esta evolución. Igualmente, para una misma carga, cuanto menor sea el 
espesor más lejos se queda del radio plástico en deformación plana. Con el espesor más 
pequeño (b = 3 mm) y la carga máxima (Kmax = 30 Mpa·m
1/2), prácticamente no se 
produce reducción (figura 5.79).     
En cuanto a la zona plástica reversible está representada de la misma manera que la 
anterior en las figuras 5.88 a 5.98. En este caso se puede ver que es casi constante y que 
no hay mucha variación a lo largo del espesor, los valores son prácticamente los mismos 
que se obtuvieron en deformación plana en todos los casos, donde recordemos que 
existía una relación inversa con R, casi lineal. En las figuras 5.94 y 5.95 se puede ver 
esto para R = 0.3.  
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Figura 5.88. Zona plástica reversible Kmax = 20 Mpa·m
1/2
, b = 3 mm 
Figura 5.89. Zona plástica reversible Kmax = 25 Mpa·m
1/2, b = 3 mm 
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Figura 5.90. Zona plástica reversible Kmax = 30 Mpa·m
1/2
, b = 3 mm 
Figura 5.91. Zona plástica reversible Kmax = 20 Mpa·m
1/2
, b = 6 mm 
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Figura 5.92. Zona plástica reversible Kmax = 25 Mpa·m
1/2
, b = 6 mm 
Figura 5.93. Zona plástica reversible Kmax = 30 Mpa·m
1/2
, b = 6 mm 
 









0 0,5 1 1,5 2 2,5 3














0 0,5 1 1,5 2 2,5 3






Modelado y análisis de resultados en tres dimensiones  Capítulo 5 
290 
Figura 5.94. Zona plástica reversible R = 0.3, b = 3 mm 
Figura 5.95. Zona plástica reversible R = 0.3, b = 6 mm 
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Figura 5.96. Zona plástica reversible R = 0.3, juntos b = 3 y 6 mm 
Figura 5.97. Zona plástica reversible Kmax = 20 Mpa·m
1/2
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En el interior presenta un valor ligeramente mayor que en el exterior, detectándose una 
oscilación cerca del exterior. Este resultado puede estar relacionado con el cambio de 
comportamiento en la capa más exterior o ser un pequeño error ligado al gradiente que 
se produce en esa zona, ya que aparece siempre en la última capa de elementos. Además 
la variación es del orden del tamaño de elemento en el vértice de la grieta. 
Se observa que, de nuevo como ocurría en el caso bidimensional, vuelve a haber 
dependencia con R y no parece que la halla en este caso con Kmax (figuras 5.94 y 5.95). 
Las variaciones en este caso son del orden de la precisión de determinación de esta 
medida, ligada al tamaño de los elementos en esa zona. Esto es coherente con el hecho 
de que no se haya detectado una influencia importante de Kmax en la apertura o el cierre, 
que recordemos que parece venir marcada más por la zona plástica cíclica y el entorno 
más cercano al vértice que por el resto de la zona plástica. 
De nuevo, es importante resaltar que el tamaño de esta zona plástica no se ve afectado 
por el espesor de la probeta. En la figura 5.96 se agrupan los resultados 
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correspondientes a R = 0.3 con 3 y 6 mm de espesor donde se puede ver que se 
superponen. En la figura 5.98 se incluyen también los de la probeta de 12 mm de donde 
se pueden extraer las mismas conclusiones.  






La gran limitación del estudio del cierre de grieta en fatiga, especialmente en los 
estudios numéricos, es la dificultad de comparación y comprobación experimental. Las 
inexactitudes propias de la determinación experimental del cierre, junto al limitado 
conocimiento del fenómeno en sí, hace compleja la validación de los resultados 
obtenidos más allá de la propia confianza y conocimiento de la metodología empleada. 
Por ello se planteó como medio de validación la relación directa de lo obtenido 
numéricamente con los datos de crecimiento de grieta obtenidos a partir de ensayos con 
carga de amplitud constante.  
Ello no solo permite la validación del proceso de cálculo y sus resultados sino que, 
dando un paso más,  ayuda a conocer el fenómeno del cierre aportando información 
sobre la significación de cada uno de los puntos críticos detectados en la evolución de la 
grieta, en algunos casos ligados a los criterios de apertura o cierre establecido, y 
clarificando la relación que tienen con el crecimiento real de la grieta.  
La utilización de datos correspondientes a ensayos con probetas de diferentes espesores 
permite además tratar de analizar la implicación que este parámetro tiene en el cierre en 
relación con los resultados obtenidos en los modelos tridimensionales. Con ello se 
puede sugerir algún criterio que relacione a ambos.  
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6.1 DESCRIPCIÓN DE LOS ENSAYOS  
El objetivo de los ensayos es la obtención de curvas de crecimiento de grieta con carga 
de amplitud constante para distintas relaciones de tensiones entre 0.1 y 0.7. Se pretende 
con estos ensayos reproducir fielmente el proceso que se ha modelado por medio del 
método de los elementos finitos. En este caso, numéricamente, lo que se simulaba era el 
avance de grieta con una carga aplicada máxima (Pmax) constante, de esta manera, en 
términos del factor de intensidad de tensiones, lo que realmente se estaba haciendo al 
avanzar la grieta era un ensayo en el que se producía un incremento de K suave.  
En la escala del modelado numérico, al solo afectar a la estela simulada, se pudo 
comprobar que prácticamente no tenía efecto sobre los resultados. Se ajustaba la carga 
únicamente para que fuera exactamente la requerida para obtener el valor Kmax deseado 
en el punto final del cálculo donde se tomaban los datos, sin necesidad de ir 
cambiándola cada vez que se hacía crecer la grieta.  
En el caso del ensayo experimental, reproducir estas condiciones no solo no resulta 
complicado sino que incluso pueden ser realizados de manera mucho más sencilla, 
puesto que con una carga Pmax constante en todo el ensayo se puede llegar, al crecer la 
grieta, a hacer un barrido amplio para un rango grande de ∆K con lo que la construcción 
de la curva da/dn-∆K se realiza con una sola probeta en la que se ha ajustado 
debidamente la carga. 
El aspecto fundamental a evitar es el efecto secuencia, cualquier ensayo en el que la 
probeta redujera su carga y por tanto la zona plástica, implicaría correcciones en los 
resultados y zonas de transición en la extensión de la grieta que habría que desechar. Es 
por ello que se evita realizar un preagrietado a mayor carga para desarrollar la grieta 
inicialmente de manera más rápida.   
Otro punto importante que orienta el diseño de estos ensayos es que no pretenden 
caracterizar por completo la velocidad de crecimiento del material sino que únicamente 
se busca la información en la zona en la que las hipótesis establecidas en el cálculo 
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numérico son válidas. Esta zona corresponde básicamente con la región de Paris de la 
curva de crecimiento. Llegar a valores de ∆K mayores implicaría salirnos del régimen 
de plastificación de pequeña escala y valores pequeños, cercanos a la zona umbral, 
supondrían la presencia más acusada del mecanismo de cierre por rugosidad que no está 
incluido en el modelo numérico. Cualquiera de estos efectos provocaría que los 
resultados perdieran la utilidad para la que se han obtenido. 
La carga máxima se ajusta finalmente procurando conciliar tres factores:  
- La carga inicial no debe ser muy baja para que el ensayo no se ralentice en su 
primera etapa. Además, puesto que para el objeto del ensayo no resultan de 
interés las condiciones de crecimiento en la zona umbral, no es necesario 
determinarlas y se puede evitar. 
- La carga máxima debe estar acotada para que se pueda considerar régimen de 
plastificación de pequeña escala. Esta condición es especialmente crítica en el 
caso de R alto (0.5 y 0.7). Se considero que Kmax no debía ser mayor de 40 
Mpa·m1/2 para el material utilizado. 
- Considerando que existe un rango de valores de longitud de grieta para los 
cuales se puede garantizar que los resultados no introducen ningún error y son 
independientes de la misma, habrá que ajustar los valores de la carga para que 
se consiga tener la mayor amplitud de datos de ∆K en la zona de Paris que es la 
que nos interesa. El rango de ∆K se ajustó en la medida de lo posible entre 10 y 
25 Mpa·m1/2. 
Con todo ello se determinaron las cargas que más adelante se presentan tabuladas. El 
rango de longitud de grieta aceptable se acotó entre 0.2w y 0.6w. 
Se han realizado dos tandas de ensayos, una primero en el departamento de Ingeniería 
Mecánica y Marítima de la Universidad de Plymouth, bajo la dirección del Profesor N. 
James y otra posterior en los laboratorios del Departamento de Ingeniería Civil, 
Materiales y Fabricación de la Universidad de Málaga. 
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A parte de las consideraciones ya realizadas, en los ensayos se han seguido las 
indicaciones prescritas en la norma ASTM E647-95 [7]. Las probetas ensayadas han 
sido en todos los casos las probetas CT modeladas numéricamente, variando únicamente 
las dimensiones, el tamaño y el espesor. Se han ensayado tres probetas por cada relación 
de tensiones de manera que el resultado final es el promedio de estas tres curvas. 
El material utilizado ha sido aluminio en todos los casos, habiéndose utilizado el mismo 
material modelado numéricamente, el Al 2024 T351, en los ensayos realizados en 
Málaga y el Al 5383 H321 en los realizados en Plymouth. Este material presenta unas 
propiedades mecánicas similares al anterior en cuanto a sus características de pequeño 
endurecimiento por deformación por lo que las conclusiones obtenidas numéricamente 
pueden ser trasladables. No obstante se realizaron algunos cálculos de comprobación 
con este material para asegurarlo que confirmaron esta suposición.   
El tamaño de las probetas utilizadas en Plymouth ha sido w = 56 mm y espesor b = 8 
mm, con una grieta mecanizada de 11 mm. En Málaga se ensayaron probetas con w = 
50 mm y espesores de 4 y 12 mm y longitud de entalla de 11 mm también. Estos tres 
tamaños caracterizan tres espesores distintos. 
 En todos los casos las relación de tensiones para las que se han obtenido las curvas han 
sido R = 0.1, 0.3, 0.5 y 0.7, con objeto de tener un conocimiento de la velocidad de 
crecimiento de la grieta con R bajos, y por tanto importante efecto del cierre, y con R 
altos, donde para R = 0.7 se ha considerado tradicionalmente que ya no se produce el 
cierre.   
Las máquinas utilizadas en ambos casos han sido los mismos modelos, se trata de la 
máquina servohidraúlica de Instrom 8501 (ver figuras 6.1 y 6.2). Los ensayos se han 
realizado con control de carga por medio del sistema de control de lazo cerrado que 
tiene la máquina. Aunque para los ensayos de amplitud constante no es especialmente 
delicado, la máquina tiene un sistema de control adaptativo que permite la modificación 
automática de los parámetros de control (PID) para optimizar el seguimiento de la 
carga. 
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Figura 6.1. Máquina de ensayo. Universidad de Plymouth 
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Figura 6.2. Laboratorio. Universidad de Málaga 
Figura 6.3. Máquina de ensayos. Universidad de Málaga 
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La medida de la longitud de la grieta se ha realizado por medio de la técnica de caída de 
potencial con corriente alterna ACPD. Ésta se basa en medir la caída de tensión sufrida 
en una probeta de un material conductor por el que se hace pasar una corriente. La 
presencia de la grieta en el material afectará a la resistencia eléctrica de la probeta, el 
tamaño de éstas puede medirse indirectamente a partir de la variación en la caída de 
potencial entre el componente sin defecto y el componente agrietado. 
La corriente eléctrica puede ser continua o alterna dando lugar a las dos variantes del 
método: caída de potencial con corriente continua (DCPD) y caída de potencial con 
corriente alterna (ACPD). El método DCPD usa una corriente continua que pasa a 
través de la probeta y mide la diferencia de potencial entre dos puntos del material a 
ambos lados de la grieta. La variación del tamaño de grieta se mide mediante el 
aumento de resistencia eléctrica del material conductor debido al crecimiento del 
defecto. Sin embargo, esta técnica requiere grandes corrientes para obtener alta 
resolución en la medida de la caída de potencial que pueden provocar el calentamiento 
de la probeta, además la relación voltaje - longitud de grieta no resulta lineal. 
El método ACPD [20, 63] usa corrientes de alta frecuencia (de 3 a 100 KHz) de 
amplitud constante pasando a través de la probeta y al igual que en el método DCPD se 
mide la caída de potencial entre dos puntos. La diferencia radica en que la corriente 
alterna queda confinada en una delgada capa siguiendo la superficie del material, este 
efecto es conocido como efecto piel. Este fenómeno puede ser modelado teóricamente 
pero para la mayoría de los ensayos prácticos es suficiente conocer su existencia y las 
ventajas que conlleva.  
El espesor de la capa, ∆, es función de las propiedades eléctricas y magnéticas del 




=∆  (6.1) 
donde ρ es la resistividad eléctrica, µ la permeabilidad magnética y f la frecuencia de la 
corriente. El efecto piel aumenta (el espesor de la capa disminuye) con la frecuencia de 
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la señal, aumentando la sensibilidad en la detección del defecto. La profundidad de 
dicha capa puede estimarse en 2, 1 y 0.6 mm en aleaciones de aluminio, para 
frecuencias de 3, 10 y 30 KHz respectivamente. Dicho efecto es el responsable de las 
mayores ventajas del método: la relación entre longitud de grieta y caída de potencial es 
lineal, la corriente de excitación es mucho menor que la necesaria con corriente 
continua, con lo que no se producirán calentamientos de la probeta, y la utilización de 
corrientes alternas permite además eliminar los ruidos eléctricos con el consiguiente 
aumento de sensibilidad y resolución del método. 
En la figura 6.4 se muestra el flujo de corriente en una probeta CT así como un esquema 
de las conexiones eléctricas en la misma. Son necesarias cuatro conexiones: dos para la 
corriente que recorrerá la superficie de la probeta y dos para la medida de diferencia de 
potencial entre dos puntos. Los conectores de corriente se colocarán de forma que el 
camino seguido por la corriente incluya a la grieta, de esta manera la propagación del 
defecto alterará el flujo de corriente permitiendo detectarlo con un cambio en el 
potencial entre los extremos de la grieta. En las figuras 6.5 y 6.6 se observa el montaje 
en las probetas.  
En la figura 6.5 se muestra también el equipo de medición empleado que, en ambos 
casos, ha sido el modelo CGM-5R de Matelec [63], con el cual se puede obtener una 
relación lineal entre la caída de potencial alrededor de una grieta, ACPD, y la longitud 
de ésta.  
La metodología usada en la Universidad de Plymouth consistió en la aplicación de la 
carga por medio de la máquina servohidráulica, con una frecuencia de entre 20 y 25 Hz 
Figura 6.4. Esquema de funcionamientos y conexiones con el 
método ACPD 
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y la determinación tanto visual como por medio de la técnica de caída de potencial 
ACPD de la longitud de la grieta.  
No existía toma de datos automatizada por lo que era necesario realizar paradas 
regulares para medir la grieta visualmente (por medio de un microcopio óptico móvil, 
ver figura 6.7) y anotar los valores del número de ciclos y de la señal de ACPD. Esto 
repercute en un mayor error en los resultados obtenidos que se trató de compensar con 
Figura 6.5. Sistema de medida ACPD 
Figura 6.6. Probeta ensayada. Dispositivo ACPD 
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el promediado de los tres ensayos, lo que proporcionó unos datos suficientemente 
significativos para el objeto del trabajo. 
Aunque finalmente los datos ajustados han sido los correspondientes a la medida visual, 
la obtención en paralelo de la señal de ACPD permite calibrar la linealidad de la misma 
y determinar los rangos en que ésta se pierde, fuera de la zona objeto de nuestro trabajo. 
En las figuras 6.7 y 6.8 se pueden ver unas imágenes de los ensayos realizados y el 
procedimiento de medición.  
En la Universidad de Málaga, el procedimiento fue similar, la carga era aplicada por la 
máquina servohidráulica, con una frecuencia de 10 Hz y la determinación de la longitud 
de la grieta se obtenía por medio del método ACPD únicamente. Ello permitía la 
automatización de la toma de datos, acelerando los ensayos y reduciendo los errores, 
una vez que se tenía la certeza de la correcta relación entre la señal de ACPD y la 
longitud de grieta. De nuevo en las figuras 6.2 y 6.3 se muestra el dispositivo utilizado.  
Figura 6.7. Microscopio óptico móvil 
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En la tabla 6.1 se tabulan las cargas aplicadas y los rangos de ∆K según la longitud de la 
probeta en alguno de los casos. 
Con las tres curvas de longitud de grieta en función del número de ciclos obtenidas, para 
cada R, correspondientes a los ensayos realizados en Plymouth, se determinaron tres 
valores de velocidad de crecimiento da/dn, para cada ∆K. Promediando estos valores se 
construyeron las cuatro curvas finales para cada una de las relaciones de tensiones. Cada 
una de ellas fue ajustada por mínimos cuadrados para obtener los coeficientes C y m de 
la función exponencial correspondiente a la zona de Paris:  
 mKC
dN
da ∆=  (6.2) 
Figura 6.8. Probeta ensayada 
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0.1 5000 500 2750 2250 10.5 23 12 25.5 
0.3 6000 1800 3900 2100 11 24 14 32 
0.5 9000 4500 6750 2250 10.6 23 21.2 46 
0.7 9500 6650 8075 1425 6.4 16 23.57 51 


















0.1 5000 500 2750 2250 10 18.1 11.1 20.1 
0.3 6500 1950 4225 2275 9 16.5 12.8 23.6 
0.5 8500 4250 6375 2125 8 13.5 16 27 
0.7 10500 7350 8925 1575 6.9 10.5 23 35 


















0.1 1666 166 916 750 10 19.7 11.1 21.9 
0.3 2166 650 1408 758 9 18.5 12.8 26.8 
0.5 2833 1416 2125 708 8 16.9 16 33.8 
0.7 3500 2450 2975 525 6.8 12.1 22.7 40.3 
 
Tabla 6.1. Cargas aplicadas en los ensayos 
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Probeta de 8 mm de espesor y w = 56 mm 
R C m r2 
0.1 19.6e-10 1.99 0.971 
0.3 16.9e-10 2.14 0.966 
0.5 8.29e-10 2.49 0.951 
0.7 8.79e-10 2.55 0.94 
Probeta de 12 mm de espesor y w = 50 mm 
R C m r2 
0.1 1.04e-10 3.11 0.989 
0.2 4.35e-10 3.52 0.994 
0.3 2.32e-10 2.91 0.994 
0.5 7.09e-11 3.5 0.998 
0.7 2.92e-11 4.17 0.999 
Probeta de 4 mm de espesor y w = 50 mm 
R C m r2 
0.1 6.4e-10 2.3 0.975 
0.3 12.2e-10 2.2 0.986 
0.5 5.7e-10 2.56 0.99 
0.7 1.88e-10 3.1 0.99 
 
Tabla 6.2. Ajuste de los datos experimentales para cada R  
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En la tabla 6.2 se representan los resultados del ajuste con el coeficiente de 
determinación r2 definido como: 
 ( )























iy  es el valor de cada punto e iy
~  el valor ajustado. Este valor de ajuste de los 
tres ensayos para cada R es el valor de referencia. Los ajustes posteriores no van a 
mejorar el error propio de los datos de partida pero su cercanía o lejanía a este valor 
serán indicativo de la validez o no del criterio empleado.   
   
Figura 6.9.  Curvas de crecimiento. Probeta con b = 8 mm y w = 56 mm 
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Figura 6.10.  Curvas de crecimiento. Probeta con b = 12 mm y w = 50 mm 
Figura 6.11.  Curvas de crecimiento. Probeta con b = 4 mm y w = 50 mm 
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Los resultados obtenidos en los ensayos posteriores en la Universidad de Málaga 
presentan una menor dispersión debido a la automatización de la toma de datos. Ésta 
reduce errores y permite incrementar el número de datos tomados, por lo que las curvas 
obtenidas para cada R, prácticamente, se superponen. Los ajustes de estas curvas 
presentan un coeficiente de determinación muy próximo a la unidad como se muestra en 
la tabla 6.2. 
En las figuras 6.9 a 6.11 se presentan las curvas obtenidas, en ellas se pueden observar 
visualmente las diferencias según la metodología empleada. Las curvas 
correspondientes a los ensayos realizados en Málaga se muestran completas aunque 
únicamente serán utilizados los datos correspondientes a la zona recta de Paris.  
6.2 AJUSTE ESTADÍSTICO 
El procedimiento establecido para la validación de los resultados obtenidos 
numéricamente se basa en considerar cada una de las correlaciones establecidas 
previamente, en cuanto a apertura o cierre, según los diversos criterios, y tratar de 
ajustar por mínimos cuadrados, de nuevo, las cuatro curvas correspondientes a cada R 
con distintos ∆K efectivos.  
Con ello podemos responder a dos cuestiones: la validez de los resultados numéricos 
por un lado, y su significación en relación al cierre de grieta por otro. La primera sería 
aclarar si son válidos los resultados numéricos obtenidos y, en caso de respuesta 
afirmativa a la anterior, la segunda sería aprovechar esos datos y clarificar que criterios 
son más representativos del cierre.  
En este primer paso, solo se va a tratar con los resultados bidimensinales. 
Posteriormente, aprovecharemos los resultados obtenidos en tres dimensiones para 
tratar, además, de dilucidar si en los datos experimentales se refleja algún tipo de 
relación con el espesor y como se correlaciona con estos resultados. 
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Para comprobar si los resultados numéricos son válidos o, al menos, del orden de 
precisión de los resultados experimentales aceptados, debemos de tomar algún patrón de 
referencia. Para ello utilizaremos las correlaciones de Elber (ecuación 4.4) y Schijve 
(ecuación 4.5) obtenidas a partir de mediciones experimentales y ampliamente 
aceptadas hasta la fecha.  
Probeta de 8 mm de espesor y w = 56 mm 
∆Kef C m r2 
∆Kaplicado 42e-10 1.81 0.88 
∆KElber  25e-10 2.4 0.951 
∆KSchjive 20e-10 2.42 0.95 
Probeta de 12 mm de espesor y w = 50 mm 
∆Kef C m r2 
∆Kaplicado 9.4e-10 2.31 0.805 
∆KElber  3.7e-10 3.37 0.901 
∆KSchjive 2.7e-10 3.39 0.906 
Probeta de 4 mm de espesor y w = 50 mm 
∆Kef C m r2 
∆Kaplicado 20e-10 1.95 0.821 
∆KElber  15e-10 2.56 0.894 
∆KSchjive 12e-10 2.57 0.888 
 
Tabla 6.3. Ajustes de referencia  
En la tabla 6.3 se muestra el ajuste tanto con ∆K aplicado como con ambas 
correlaciones. El coeficiente de determinación, r2, del ajuste con ∆K aplicado es el 
mínimo que debe alcanzar cada una de las definiciones de apertura o cierre que 
representen algo significativo en relación al crecimiento de la grieta. Valores mayores 
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implican que ese criterio es representativo de algún aspecto que mejora la consideración 
de ∆K aplicado. 
Se puede observar como las correlaciones experimentales de Elber y Schjive 
proporcionan un mejor ajuste, como era de esperar. Aquellos criterios de consideración 
de la apertura o cierre que mejoren estos ajustes (con coeficientes de determinación, r2, 
mayores) serán indicativos de mejoras en la estimación del efecto del cierre de grieta en 
el crecimiento de la misma en fatiga. 
Una vez que se han calculado los valores de referencia, el paso siguiente es ajustar los 
distintos ∆K efectivos en función de los resultados proporcionados por los distintos 
criterios. En base a ello se han definido hasta cinco criterios de cálculo de ∆K efectivo. 
Tres consideran los datos de apertura o cierre como diferenciados: 
 ncopttopop KKKKK −=−=∆ maxmax  (6.4) 
 ttclttcl KKK −=∆ max  (6.5) 
 ncclnccl KKK −=∆ max  (6.6) 
















−=∆  (6.8) 
Aquellos que utilizan algún criterio Knc son solo de aplicación en tensión plana. A los 
efectos de este apartado, Kttop y Kncop se han considerado con un mismo valor dada la 
convergencia observada entre ellos. ∆Ktt y ∆Knc representan el efecto promedio 
teniendo en cuenta que la apertura y el cierre son asimétricos. Las curvas 
correspondientes a Knc y Ktt están representadas en la figura 4.80 y 4.81 en el capítulo 4. 
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Probeta de 8 mm de espesor y w = 56 mm 
∆Kef C m r2 
∆KopTP 1.66e-8 1.73 0.8 
∆KttclTP  1.68e-7 1.28 0.246 
∆Knccl 1.74e-9 2.46 0.946 
∆KttTP 1.55e-8 2.22 0.96 
∆Knc 4.56e-9 2.19 0.966 
∆KopDP 1.96e-9 1.99 0.709 
∆KttclDP  1.69e-9 2.14 0.28 
∆KttDP 8.79e-10 2.55 0.888 
 
Tabla 6.4. Ajuste según ∆K efectivo  
 
Probeta de 12 mm de espesor y w = 50 mm 
∆Kef C m r2 
∆KopTP 5.12e-9 2.22 0.795 
∆KttclTP  1.8e-7 0.68 0.092 
∆Knccl 2.17e-10 3.47 0.922 
∆KttTP 3.71e-9 3.23 0.955 
∆Knc 5.83e-10 3.2 0.972 
∆KopDP 2.41e-8 1.16 0.511 
∆KttclDP  1.1e-7 5.78 0.077 
∆KttDP 3.99e-9 2.55 0.845 
 
Tabla 6.5. Ajuste según ∆K efectivo  
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Probeta de 4 mm de espesor y w = 50 mm 
∆Kef C m r2 
∆KopTP 8.01e-9 1.92 0.878 
∆KttclTP  1.36e-7 0.73 0.149 
∆Knccl 1.1e-9 2.58 0.885 
∆KttTP 8.05e-9 2.52 0.966 
∆Knc 1.89e-9 2.5 0.973 
∆KopDP 2.88e-8 1.07 0.543 
∆KttclDP  9.17e-8 0.71 0.158 
∆KttDP 7.67e-9 2.09 0.833 
 
Tabla 6.6. Ajuste según ∆K efectivo  
En las tablas 6.4 a 6.6 se agrupan los resultados del ajuste tanto para el caso de tensión 
plana (subíndice TP) como el de deformación plana (subíndice DP). 
Se hicieron ajustes adicionales considerando en la relación de velocidad de crecimiento  




max+∆=  (6.9) 
Sin embargo, no se encontró una relación numérica significativa que pudiera aportar 
algo de información. Hay que tener en cuenta que el rango de datos utilizados ha sido el 
correspondiente a la zona de Paris, como ya se ha indicado, por lo que parece lógico el 
resultado obtenido.  
6.3 DISCUSIÓN DE LOS RESULTADOS 
De los resultados mostrados se pueden extraer algunas conclusiones de gran interés. Es 
importante indicar que, si bien los coeficientes de determinación, r2, son diferentes de 
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unos ensayos a otros, debido a la diferente metodología empleada, sin embargo las 
conclusiones obtenidas si que son las mismas, lo que aporta una gran validez a las 
mismas. 
Lo primero que se puede indicar son aquellos criterios que pueden ser descartados como 
representativos del efecto del cierre en la velocidad de crecimiento. Serían aquellos que 
presentan peor correlación que los datos con ∆K aplicado. En esta situación estarían 
prácticamente todos los de deformación plana, exceptuando ∆KttDP cuyo ajuste es 
solamente ligeramente superior a  ∆Kaplicado, por lo que tampoco se puede considerar de 
interés.   
Además, se puede observar que, pasando a tensión plana, el criterio correspondiente a 
∆KttclTP tiene también una correlación muy baja. Se puede decir, por tanto, que este 
criterio por si solo no es nada representativo del cierre, tal y como se venía apuntando 
en los capítulos anteriores. En una situación intermedia se encontraría ∆KopTP que si 
bien ajusta mejor que ∆Kaplicado, sin embargo, no alcanza los valores obtenidos por las 
correlaciones de Elber y Schjive por lo que no se puede decir que mejoren a estas. 
De los tres restantes cuyas correlaciones son mejores, ∆Knccl, alcanza valores en torno a 
las expresiones experimentales aunque sin superarlas de manera clara.     
Por último, se puede observar que los criterios que mejores resultados proporcionan son 
los correspondientes a aquellos definidos como promedios de los ciclos de carga y 
descarga. Se puede observar como, tanto ∆KttTP como ∆Knc, proporcionan ajustes 
superiores que los que se han tomado como referencia, especialmente este último. Esto 
hace indicar que la relación funcional con R que establecen está altamente relacionada 
con la velocidad de crecimiento de la probeta.  
El que mejor correlación presenta sería ∆Knc, que si nos fijamos en su representación 
gráfica (figura 4.80), podemos comprobar como se encuentra entre los valores extremos 
obtenidos en tensión y deformación plana y, además, se observa como prácticamente es 
coincidente con la correlación de Elber hasta valores de R = 0.35.  
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Figura 6.12.  Curvas de crecimiento con ∆K efectivo. 
 Probeta con b = 8 mm y w = 56 mm 
Figura 6.13.  Curvas de crecimiento con ∆K efectivo. 
 Probeta con b = 8 mm y w = 56 mm 
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Figura 6.14.  Curvas de crecimiento con ∆K efectivo. 
 Probeta con b = 12 mm y w = 50 mm 
Figura 6.15.  Curvas de crecimiento con ∆K efectivo. 
 Probeta con b = 12 mm y w = 50 mm 
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Figura 6.16.  Curvas de crecimiento con ∆K efectivo. 
 Probeta con b = 4 mm y w = 50 mm 
Figura 6.17.  Curvas de crecimiento con ∆K efectivo. 
 Probeta con b = 4 mm y w = 50 mm 
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A partir de esta zona se empieza a separar ligeramente hacia arriba. Los valores más 
elevados de cierre con R altos son los que realmente proporcionan una mejor 
correlación de los resultados experimentales.  
Esta desviación en esta zona, probablemente sea debida a la dificultad experimental de 
obtener medidas de la apertura o cierre con R altos. Realmente, estas correlaciones se 
basan en medidas precisas con R bajo y, posteriormente, se hace un ajuste con una 
función numérica que presente una asíntota artificial, de manera que se garantice que no 
haya cierre en R = 1 (y por consiguiente que para ningún valor de R el cierre esté por 
debajo de Kmin). Esto implica que en esta zona la validez de la expresión sería 
cuestionable.    
En las figuras 6.12 a 6.17 se puede ver visualmente este efecto con la representación de 
diversos ∆K efectivos. En las figuras 6.12, 6.14 y 6.16 se representan los resultados 
correspondientes a la aplicación de las correlaciones de Elber y Schjive a cada una de 
las tres probetas ensayadas. En las tres restantes se muestran los mismos datos pero 
aplicando los criterios de ∆K efectivo que mejores resultados han presentado (∆KttTP y 
∆Knc). 
Se puede observar visualmente, que estos últimos presentan una mejora importante en la 
zona de menores cargas donde, en todos los casos, reducen la dispersión. En la parte de 
cargas más altas los datos se dispersan ligeramente, sin embargo, el conjunto mejora tal  
como queda patente con el coeficiente de determinación estadístico. En el caso de la 
probeta de 12 mm esta dispersión es más acusada. 
Otro aspecto que no se debe dejar pasar es el hecho de que sean los valores promedio 
los que presenten mejor correlación con los resultados experimentales. Dada la 
asimetría del ciclo de carga y descarga, cabía preguntarse cual de los dos fenómenos, la 
apertura o el cierre, son los más influyentes en la velocidad de crecimiento de la grieta. 
Según estos resultados, se puede decir que ambos influyen de manera similar y, por 
tanto, deben ser tenidos en cuenta y en estudio ambos procesos. 
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También es interesante destacar que, efectivamente, se constata que se produce cierre 
con R = 0.7 y que éste es de un valor más elevado de lo que hasta la fecha se había 
considerado.  
Debido a la dificultad de garantizar los resultados correspondientes al criterio Kss (shear 
stress) definido en el capítulo 4, no se ha hecho un ajuste con este criterio, sin embargo 
es interesante recordar que estos eran bastante coincidentes con la correlación de Elber, 
coincidente para R bajo con Knc. Resulta prometedor trabajar en un futuro en la 
precisión de este criterio ya que pudiera aportar información al estudio de todo el 
fenómeno del cierre.  
Por último, en relación al otro criterio promediado ∆KttTP, se puede decir que sigue una 
relación funcional con R similar al anterior, aunque los valores que proporciona de 
cierre se puedan considerar muy elevados en relación a lo que hasta la fecha se han 
considerado, lo que le quita cierta validez. La diferencia entre uno y otro estaría en la 
mayor representatividad de Knccl para representar el cierre respecto a Kttcl.  
No obstante, es interesante comprobar como si se representa el criterio Ktt, junto a los 
resultados tridimensionales sigue la evolución de los valores de cierre de la cara exterior 
de la probeta.   
6.4 RELACIÓN CON EL ESPESOR 
El análisis anterior se ha basado en los resultados obtenidos en dos dimensiones. En este 
caso, la única duda que se plantea sobre el valor a aplicar es si utilizar los resultados en 
tensión o deformación plana. La utilización de los resultados obtenidos con los modelos 
tridimensionales implica resolver el problema de obtener un  valor de apertura o cierre 
equivalente a todo el espesor de la probeta, a partir de un perfil de resultados a lo largo 
del espesor. 
Este problema no es trivial ya que implica algún tipo de valoración sobre el efecto que 
los resultados internos ejercen sobre los valores obtenidos en la zona de transición del 
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exterior. Esto proporciona un rango de posibles resultados equivalentes, demasiado 
amplio como para poder deducirlo a priori.  
En este apartado se pretende establecer una relación entre los resultados numéricos 
tridimensionales y los resultados de los ensayos, especialmente en el caso de la probeta 
de 50 mm de la que se disponen resultados con dos espesores diferentes. Con ello, se 
puede obtener una idea de la manera en la que influye el espesor, por medio del ajuste 
de los resultados experimentales con diversas aproximaciones de ∆K equivalentes 
(según criterios y valoración del espesor).    
A la vista de los resultados obtenidos y expuestos en el capítulo anterior, se puede 
establecer una metodología de trabajo que permita extraer conclusiones de interés. Los 
resultados numéricos de los que se dispone de manera completa (una vez extrapolado su 
resultado según la metodología establecida), corresponden a las probetas de 3 y 6 mm 
de espesor (figuras 5.55 a 5.58 y B.31 a B.34). Los resultados obtenidos con la probeta 
de 12 mm (figuras 5.45 y 5.46) confirman la tendencia de estos resultados.  
Figura 6.18. Resultados finales en tres dimensiones, Kttop 
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De ellos, resumidamente, se puede decir que indican que hay una zona exterior de 
transición, independiente del espesor total, y que varía para cada valor de R. En la figura 
6.18 se han agrupado los resultados correspondientes al criterio Kttop obtenidos a partir 
de los resultados correspondientes tanto a la probeta con 3 mm como a la de 6 mm 
(estos resultados por separado se encuentran graficados en las figuras indicadas 
previamente y recogidos en función de R en la figura 5.59).  
En la figura 6.18 solo se representa algo más de un milímetro, por ser la zona donde se 
produce toda la transición. Según lo expuesto, el resultado obtenido, una vez acabada 
ésta, se mantiene constante independientemente del espesor de la probeta, por lo que 
podemos extender estos resultados como válidos para las probetas ensayadas de 4 y 12 
mm respectivamente. 
Por tanto, la dependencia de un valor de apertura o cierre equivalente con el espesor 
vendrá dada en función del peso que tenga el mayor o menor efecto que la zona interior 
ejerza sobre lo que pasa en el exterior, que es constante en todos los casos. En teoría, a 
mayor espesor, más cerca del valor interior estaría el valor de la apertura o cierre 
equivalente.      
En este trabajo, en lugar de establecer un criterio a priori para sacar este valor 
equivalente, se decidió analizar que ajuste producen los distintos valores de apertura o 
cierre que se dan a lo largo de la zona de transición. Con ello se puede detectar aquel 
que mejor correlación presente e identificar su posición a lo largo del espesor. Las 
diferencias observadas entre los resultados experimentales con unas probetas u otras, 
indicarían la relación con el espesor. Según esto, a priori, es esperable que el ajuste con 
los ensayos con probetas de 12 mm proporcione puntos más internos que con las 
probetas más finas.  
Se ha realizado el ajuste con los 4 criterios que se mostraron más representativos 
anteriormente: ∆Kop (correspondiente a la convergencia entre ∆Kttop y ∆Kncop), ∆Knccl, 
∆Ktt y ∆Knc. En este caso no existe distinción entre tensión plana y deformación plana. 
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Probeta de 8 mm de espesor y w = 56 mm 
 ∆Kop ∆Knccl ∆Ktt  ∆Knc 
0 0.971 0.9 0.794 0.945 
0.05 0.96 0.727 0.737 0.859 
0.1 0.952 0.648 0.729 0.813 
0.2 0.969 0.861 0.862 0.942 
0.3 0.937 0.962 0.933 0.971 
0.4 0.874 0.969 0.953 0.945 
0.5 0.828 0.953 0.943 0.913 
0.7 0.754 0.897 0.901 0.843 
1 0.708 0.875 0.86 0.808 
2 0.699 0.875 0.85 0.804 
 
Tabla 6.7. Ajustes según el espesor, valor de r
2
 
En las tablas 6.7, 6.8 y 6.9 se recogen los resultados del ajuste (coeficientes de 
determinación r2, según ecuación (6.3)) para distintos valores a lo largo del espesor y en 
las figuras 6.19, 6.20 y 6.21 se grafican estos mismos valores.  
Varias conclusiones de interés se pueden extraer de los resultados expuestos. En primer 
lugar, que los resultados son muy similares, no se observan diferencias apreciables por 
el hecho de que los resultados experimentales provengan de una probeta más ancha que 
otra (ver los resultados comparados en la figura 6.21). Los valores óptimos se producen, 
prácticamente, en la misma zona, en un espacio entre 0.2 y 0.5 mm del espesor. Si nos 
centramos en el criterio promedio ∆Knc, que mostró ser el mejor con los resultados 
bidimensionales, vemos que, en este caso, también lo es y que el máximo lo presenta en 
torno a 0.3 mm del exterior.  
En la figura 6.23 se muestran dos ajustes correspondientes a la probeta de 12 mm de 
espesor. Corresponden a los óptimos según los criterios promediados Ktt y Knc, se puede 
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ver, comparando con los mostrados en la figura 6.15, correspondientes al mismo caso 
pero en dos dimensiones, como el ajuste es mejor, corrigiéndose la dispersión para 
valores más altos de carga.  
Probeta de 12 mm de espesor y w = 50 mm 
 ∆Kop ∆Knccl ∆Ktt  ∆Knc 
0 0.962 0.855 0.538 0.938 
0.05 0.929 0.5 0.449 0.703 
0.1 0.902 0.381 0.436 0.595 
0.2 0.945 0.659 0.661 0.865 
0.3 0.867 0.93 0.856 0.969 
0.4 0.751 0.978 0.958 0.919 
0.5 0.679 0.947 0.96 0.851 
0.7 0.583 0.84 0.894 0.732 
1 0.531 0.801 0.826 0.68 
2 0.522 0.801 0.811 0.674 
 
Tabla 6.8. Ajustes según el espesor, valor de r
2
 
Según estos resultados, el espesor no ejercería ninguna influencia sobre la velocidad de 
crecimiento de la grieta, lo cual indicaría que es el comportamiento en la zona exterior 
el que domina el proceso y el interior se adapta, independientemente de su tamaño.  
El único efecto que quedaría por contemplar es la influencia del valor de la carga 
máxima. Ya se ha visto en el capítulo previo, que en tres dimensiones, a diferencia del 
caso bidimensional, los resultados muestran una cierta relación con Kmax, ésta es patente 
al evaluar el tamaño y forma de la zona plástica y muestra cierta relación con el tamaño 
de la zona de transición. Sin embargo, a la hora de obtener los resultados finales de 
apertura y cierre, con objeto de mantener la metodología aplicada en dos dimensiones y 
no imponer mayores costes computacionales al cálculo, se ha considerado que los 
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valores de apertura o cierre obtenidos con modelos con diferentes cargas máximas no se 
ven muy afectados por este parámetro.   
Probeta de 4 mm de espesor y w = 50 mm 
 ∆Kop ∆Knccl ∆Ktt  ∆Knc 
0 0.955 0.822 0.599 0.905 
0.05 0.915 0.513 0.521 0.697 
0.1 0.888 0.422 0.509 0.617 
0.2 0.959 0.698 0.704 0.865 
0.3 0.914 0.925 0.85 0.969 
0.4 0.815 0.964 0.923 0.938 
0.5 0.743 0.944 0.925 0.883 
0.7 0.634 0.847 0.869 0.766 
1 0.569 0.82 0.802 0.711 
2 0.557 0.812 0.789 0.704 
 
Tabla 6.9. Ajustes según el espesor, valor de r
2
 
Aunque otros aspectos implicados en los modelos no indiquen dependencia de Kmax (es 
el caso del comportamiento similar del entorno del vértice de grieta, independiente de 
Kmax o la zona plástica reversible) y sugieran que la influencia sobre los valores de 
apertura o cierre es despreciable, o el hecho de que la extrapolación hacia los resultados 
finales se haya mostrado satisfactoria, no se puede ignorar que puede existir una 
relación con Kmax, que, aunque es previsible que no será muy elevada, si que puede 
establecer alguna relación con el espesor. De esta manera, sería interesante para trabajos 
futuros, plantear un análisis que clarifique y cuantifique este aspecto, estableciendo 
alguna relación con un parámetro que posiblemente incluya Kmax y el espesor 
conjuntamente.     
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Figura 6.19.  Ajustes según el espesor, valor de r
2
. 
 Probeta con b = 8 mm y w = 56 mm 
Figura 6.20.  Ajustes según el espesor, valor de r
2
. 
 Probeta con b = 12 mm y w = 50 mm 
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Figura 6.21. Ajustes según el espesor, valor de r
2
. 
 Probeta con b = 4 mm y w = 50 mm 
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Figura 6.23.  Curvas de crecimiento con ∆K efectivo equivalente, 
 a partir de los resultados tridimensionales. 
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ESTUDIO SOBRE LA 
DETERMINACIÓN EXPERIMENTAL 
DEL CIERRE  
La determinación de las tensiones de apertura y cierre en un modelo numérico se realiza 
a partir de datos en el entorno cercano del vértice o en el propio vértice, tal y como se ha 
expuesto en los capítulos precedentes. Se utiliza para ello una información que no es 
accesible en los ensayos experimentales, por lo que estos deben apoyarse en magnitudes  
indirectas, medidas lejos de donde se produce el fenómeno. Estas magnitudes pueden 
ser obtenidas también directamente de los modelos numéricos.  
En este capítulo, aprovechando la disponibilidad de información tanto en el vértice 
como lejos, se ha realizado un estudio sobre el procedimiento experimental de 
obtención de las tensiones de cierre (el método de la flexibilidad). Con ello se pueden 
conocer, entre otros, dos aspectos de gran interés, por un lado, se identifican aquellas 
variables y posiciones en las que el método proporcionará mayor definición. Por otro 
lado, se analiza la relación entre los valores de cierre obtenidos numéricamente con las 
distintas definiciones y los valores que se obtendrían experimentalmente. Ello permite 
darle una visión más amplia a los datos experimentales. 
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7.1 PLANTEAMIENTO DEL ESTUDIO 
El planteamiento general del estudio consiste en la obtención, a partir de los resultados 
de los modelos numéricos, de las señales equivalentes que pueden ser medidas en un 
ensayo experimental. A estas señales se le aplicará el mismo procedimiento de cálculo 
que se le aplicaría en el caso de que procedieran de una medida experimental. La 
ventaje en este caso es que, sin mayor dificultad, se podrán obtener señales en un mayor 
número de puntos. Además nos permitirá relacionarlas con las curvas que determinan la 
apertura y el cierre numéricamente en el vértice de grieta y por tanto reinterpretar los 
resultados experimentales. 
El estudio se ha estructurado en dos grandes bloques, uno con los resultados en dos 
dimensiones y otro con los modelos tridimensionales. En el primero se pueden analizar 
más datos y en condiciones diferentes mientras que con el segundo podremos abordar el 
efecto del espesor.  
Las dos magnitudes medidas han sido desplazamientos (uy) y deformaciones en la 
dirección de la aplicación de la carga (εy). El procedimiento experimental utilizado es el 
método de la flexibilidad (compliance method) que ha sido expuesto en el capítulo 
primero. 










CMOD3 CMOD2 CMOD 
BFS 
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En la figura 7.1 se muestran las posiciones y etiquetas de los distintos puntos de toma de 
datos en los modelos en dos dimensiones. En la figura 7.2 aparecen los correspondientes 
al caso tridimensional. Se incluyen en estas gráficas los sistemas de referencia 
necesarios para su localización. 
En las tablas 7.1 y 7.2 se listan las distintas variables medidas, tanto en dos como en tres 
dimensiones. Se indica la notación correspondiente para la posterior representación 
gráfica, la magnitud que mide, se identifica la posición por medio de coordenadas y se 
indica el sistema de referencia utilizado para ello, ya sea el sistema absoluto (1) o el 
sistema relativo a la posición del vértice de la grieta (0).  En el caso de las variables del 
problema tridimensional que puedan ser obtenidas tanto en el interior o en el exterior se 
indica añadiéndole una i o una e respectivamente. 
Se han escogido las variables y los puntos de medida de manera que sean coincidentes 
con la práctica habitual en las medidas experimentales (CMOD, BFS) y, además, se han 
explorado posibles puntos diferentes en el entorno de la grieta con objeto de analizar 
como afecta la distancia al vértice (a, b ó c) o el hecho de estar en la parte delantera o 
posterior del vértice de la grieta o sobre el mismo vértice (1, 2 ó 3).   
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Dos dimensiones 
Nombre Magnitud x (mm) y (mm) 
Sistema de 
coordenadas 
CMOD uy 62.5 1,5 1 
CMOD2 uy 50 1,5 1 
CMOD3 uy 42 1,5 1 
COD uy 3 0 0 
CODa1 uy 2 1 0 
CODa2 uy 0 1 0 
CODa3 uy -2 1 0 
CODb1 uy 2 2 0 
CODb2 uy 0 2 0 
CODb3 uy -2 2 0 
CODc2 uy 0 7 0 
BFS εy 0 0 1 
EYa1 εy 2 1 0 
EYa2 εy 0 1 0 
EYa3 εy -2 1 0 
EYb1 εy 2 2 0 
EYb2 εy 0 2 0 
EYb3 εy -2 2 0 
EYc2 εy 0 7 0 
EYd3 εy -2 0 0 
 
Tabla 7.1. Variables utilizadas en dos dimensiones 




Nombre Magnitud x (mm) y (mm) 
Sistema de 
coordenadas 
CMODe uy 62.5 1.5 1 
CMODi uy 62.5 1.5 1 
CODe uy 2 0 0 
CODi uy 2 0 0 
CODa2 uy 0 1 0 
CODb2 uy 0 2 0 
CODc2 uy 0 7 0 
CTODb1 uy 2 2 0 
CTODb2 uy 0 2 0 
CTODb3 uy -2 2 0 
CTODc2 uy 0 7 0 
BFSe εy 0 0 1 
BFSi εy 0 0 1 
EYa2 εy 0 1 0 
EYb1 εy 2 2 0 
EYb2 εy 0 2 0 
EYb3 εy -2 2 0 
EYc2 εy 0 7 0 
EYd3 εy -2 0 0 
 
Tabla 7.2. Variables utilizadas en tres dimensiones 
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7.2 RESULTADOS EN DOS DIMENSIONES 
En primer lugar, se va a analizar que se obtiene con los resultados en dos dimensiones. 
Se analizan los correspondientes a los casos calculados con el mallado más fino que son 
coincidentes con los que se muestran en el capítulo cuarto (Kmax = 30 Mpam
1/2
, η = 
212). Además de R = 0.1 y R = 0.3 en tensión plana, se incluyen los casos de R = 0.5 y 
R = 0.7. En deformación plana solo se presentan los dos primeros (R = 0.1 y R = 0.3) 
que se consideran suficientemente representativos del comportamiento general. 
En las figuras 7.3 a 7.8 se representan todas las variables para R = 0.1, 0.3 y 0.7 en 
tensión plana (en las figuras C.1 y C.2 del anexo se muestra R = 0.5). En las siguientes 
dos figuras (figuras 7.9 y 7.10) se grafican los resultados correspondientes a R = 0.1 en 
deformación plana (igualmente en el anexo C se presentan los resultados para R = 0.3, 
figuras C.3 y C.4).  
Posteriormente, en las figuras 7.13 a 7.18 se presentan comparadas algunas de las 
magnitudes que se han considerado representativas del comportamiento general 
(CMOD, CODa2, BFS y EYa2), tanto en tensión plana como en deformación plana. 
Esta información se complementa de nuevo en las figuras C.5 a C.8 del anexo) 
 Si empezamos a analizar los resultados obtenidos, de manera general, se puede decir 
que en tensión plana se observan tendencias claras y definidas coincidentes con lo 
esperado según el método de medida experimental. Si observamos los resultados 
correspondientes a R = 0.1, se observa con claridad el cambio de pendiente. 
Dependiendo del punto, existen variaciones en la amplitud. En la figura 7.3, podemos 
ver como todas las medidas de desplazamiento CMOD son coincidentes entre si y 
también con bastantes de las COD, observándose un decrecimiento en el valor máximo 
al acercarse al vértice, que no parece significativo (por ejemplo CODa1).  
En cuanto a las medidas de deformaciones (figura 7.4), si que se observan diferencias 
más apreciables. Se puede ver como incluso algunas muestran comportamientos 
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ligeramente diferenciados como es el caso de EYa2 en la zona de carga mas baja. 
Además, este comportamiento diferenciado repercutiría en valores distintos de apertura 
o cierre según que se midiera un punto u otro. Esto se puede observar si se comparan las 
curvas BFS y EYc2 ó EYa3 y EYa1. 
En cuanto a la determinación de la apertura o el cierre, no se ha realizado la 
determinación experimental debido a la dependencia que tendría con la metodología 
empleada. Se ha considerado suficiente la información cualitativa que se puede obtener 
de las gráficas. En ellas se han incluido los valores obtenidos numéricamente, a partir de 
los criterios aplicados en el vértice de la grieta. Se puede observar que, en todos los 
casos, estos valores se encuentran por encima de los valores que se obtendrían 
experimentalmente.  
Analizando los datos para R = 0.1 podemos ver como los resultados de apertura 
adimensionalizados (Kop/Kmax) convergen a un valor cercano a 0.6, sin embargo los 
valores determinados experimentalmente oscilarían entre 0.3 y 0.4, bastante por debajo 
de los resultados numéricos, incluso menores que Knccl/Kmax que estaría en torno a 0.5. 
Recordemos que los valores proporcionados por las correlaciones de Elber y Schjive, 
(0.514 y 0.474, respectivamente, para R = 0.1, representadas en las figuras 7.3 y 7.4) se 
encuentran alrededor de este valor también.  
Se puede ver que los ciclos de carga y descarga son diferentes en todos los casos, 
siendo, sin embargo, complicado llegar a determinar valores diferenciados de apertura y 
cierre sin antes establecer un criterio claro y justificado.  
En las magnitudes lejanas (BFS, CMOD, CODc2), se detecta una leve oscilación tanto 
en la apertura como en el cierre coincidiendo con los valores determinados 
numéricamente, esto se puede ver con claridad en las figuras 7.11 y 7.12, donde se ha 
ampliado la escala y con ello es posible observar este mismo efecto en el resto de las 
curvas. Por último, se comprueba que el criterio Kttcl no presenta ninguna correlación 
directa con la evolución de las curvas lo que refuerza la idea de que no sea determinante 
en la definición del fenómeno del cierre. 
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Con los otros valores de R se observa un comportamiento parecido aunque, conforme 
aumenta R, el cambio de pendiente es más difícil de detectar llegándose a la situación 
extrema de R = 0.7 (figuras 7.7 y 7.8) donde prácticamente no es posible detectar el 
cierre por los procedimientos experimentales. Es por ello que usualmente se ha creído 
que con R = 0.7 no existía cierre. Sin embargo, debido a la reducida escala de los 
valores representados, si que se puede observar la oscilación ligada a los criterios 
numéricos ya comentada en el caso de R = 0.1. Estas oscilaciones podrían ser un indicio 
a estudiar en las señales experimentales con objeto de correlacionar lo que ocurre en el 
vértice y lejos de él. 
Si se analizan las curvas obtenidas en deformación plana (figuras 7.9 y 7.10), se puede 
ver que su evolución es bastante diferente a la anterior y la determinación de la apertura 
o cierre es mucho más confusa. La evolución del ciclo de carga-descarga es claramente 
asimétrica. No se detecta un cambio apreciable de pendiente que pueda indicar la 
apertura o cierre. Todo ello sería un reflejo de la poca influencia que el cierre ejerce en 
el comportamiento en deformación plana. 
Si nos centramos en las figuras comparativas (figuras 7.13 a 7.18), podemos ver como 
las curvas para distintos valores de R obtenidas en tensión plana para una misma señal 
(véase por ejemplo CMOD en la figura 7.13) se encuentran prácticamente solapadas, 
ello indica que los valores obtenidos de apertura o cierre con R = 0.1 ó R = 0.3 serían 
muy parecidos mientras que para R mayores realmente reflejarían el error y la dificultad 
de la determinación precisa de la apertura o cierre por este método.  
La excepción a esto sería EYa2 (figura 7.15), esto es, la medida de la deformación εy, en 
un punto situado justo encima del vértice a 1 mm de distancia. Se puede ver que la 
evolución de las curvas es ligeramente diferente y además están diferenciadas las curvas 
para cada valor de R conduciendo por tanto a distintos valores de apertura o cierre. Ello 
indicaría la conveniencia de utilizar señales medidas lo más cerca del vértice de grieta 
posible, con todas las complicaciones de índole práctico que arrastrarían.  
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Figura 7.3. Medida de desplazamiento uy, Tensión plana,  
R = 0.1, Kmax = 30 Mpa·m
1/2
 
Figura 7.4. Medida de deformaciones εy, Tensión plana,  
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Figura 7.5. Medidas de desplazamientos uy, Tensión plana,  
R = 0.3, Kmax = 30 Mpa·m
1/2
 
Figura 7.6. Medidas de deformaciones εy, Tensión plana,  
























































































Capítulo7 Estudio sobre la determinación experimental del cierre 
339 
Figura 7.7. Medidas de desplazamientos uy, Tensión plana,  
R = 0.7, Kmax = 30 Mpa·m
1/2 
Figura 7.8. Medidas de deformaciones εy, Tensión plana,  













































































Figura 7.9. Medida de desplazamiento uy, Deformación plana,  
R = 0.1, Kmax = 30 Mpa·m
1/2
 
Figura 7.10. Medida de deformaciones εy, Deformación plana,  
R = 0.1, Kmax = 30 Mpa·m
1/2 
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Figura 7.11. Medida de desplazamiento uy, Tensión plana,  
Escala ampliada, R = 0.1, Kmax = 30 Mpa·m
1/2
 
Figura 7.12. Medida de deformaciones εy, Tensión plana,  






















































































































Figura 7.13. Comparación CMOD según R, Kmax = 30 Mpa·m
1/2
 
Figura 7.14. Comparación CMOD entre tensión y deformación plana,  
Kmax = 30 Mpa·m
1/2 
 



































Figura 7.15. Comparación EYa2 según R, Kmax = 30 Mpa·m
1/2
 
Figura 7.16. Comparación EYa2 entre tensión y deformación plana,  
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Figura 7.17. Comparación de medidas, R = 0.1, Kmax = 30 Mpa·m
1/2
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En deformación plana, la forma característica que presentan las curvas magnificaría 
estos errores. Se puede observar que el comportamiento mostrado no es el que se 
detecta en los ensayos experimentales reales por lo que cabe deducir que son poco 
representativas de los que se mide en la realidad. No obstante, serán de utilidad para 
entender los resultados obtenidos en tres dimensiones. 
Si se comparan las distintas magnitudes para un mismo caso de carga se puede evaluar 
cuales de ellas serían mejores para determinar el cierre. En las figuras 7.17 y 7.18 se han 
representado las cuatro magnitudes seleccionadas (CMOD, CODa2, BFS y EYa2), para 
R = 0.1 y 0.3 respectivamente, tanto en tensión plana como en deformación plana. Se 
puede ver, en el caso de tensión plana que es el de mayor interés, como, a excepción de 
EYa2, todas siguen una misma evolución conduciendo a valores de apertura o cierre 
similares. EYa2 presenta una menor magnitud en los dos casos mostrados, incluso, 
como ya se ha comentado, una evolución distinta en R = 0.1 debido a su cercanía al 
vértice. Sin embargo, a pesar de tener una menor definición, por ser menor la pendiente 
de la curva que determinará la apertura o el cierre, ya se ha comentado que es una señal 
de gran interés ya que permite discriminar la influencia de R en el cierre.  
7.3 RESULTADOS EN TRES DIMENSIONES 
En tres dimensiones, los resultados que se presentan son los correspondientes a R = 0.3, 
Kmax = 25 Mpa·m
1/2
 y espesores de probeta tanto de 3 mm como de 6 mm. Estos 
resultados se han considerado suficientes para tener un conocimiento cualitativo de 
cómo afecta el espesor a la medida de las señales experimentales.  
Se debe indicar que los modelos de cálculo no estaban orientados a la obtención precisa 
de estas magnitudes, en el caso bidimensional los errores que pudieran afectar a estos 
resultados son muy reducidos, sin embargo, las exigencias de modelado en tres 
dimensiones provocan que se reflejen en las magnitudes medidas (especialmente lejos 
del vértice donde el mallado es más deficiente) haciendo compleja e imprecisa una 
interpretación cuantitativa de los datos. 
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No obstante, y aunque es deseable completar este estudio en el futuro con modelos que 
corrijan estos efectos, no deja de ser interesante la información que  se puede extraer de 
estos modelos. En las figuras 7.19 y 7.20 se presentan los resultados obtenidos con la 
probeta de 3 mm. En las figuras 7.21 a 7.22 se muestran los correspondientes a la 
probeta de 6 mm de espesor. 
Si se observa la evolución de las curvas se puede ver como el comportamiento es 
intermedio entre los que se han visto en tensión plana y en deformación plana. Debido 
al efecto de este último, resulta complejo determinar la apertura o el cierre aunque si 
que se puede observar un cambio de pendiente que nos indicaría este valor. Esto es más 
apreciable de nuevo en magnitudes obtenidas en el entorno del vértice de la grieta (es el 
caso de EYa2). De cualquier forma, estos valores de nuevo se encontrarían por debajo 
de los obtenidos numéricamente (que están indicados en la figura, tanto los del exterior 
como los del interior).  
No se detecta ninguna diferencia entre las señales obtenidas en el exterior o el interior 
para CMOD y BFS. Ello puede ser debido a que realmente no exista diferencia en la 
realidad o a errores del modelo debido a que las zonas en las que se obtienen estos 
valores están malladas de manera deficiente. En especial es muy reducido el número de 
elementos en la dirección del espesor debido a que no influyen en el estudio de la zona 
plástica de la probeta por estar muy alejadas.  
Si se comparan las curvas según el espesor se puede ver que con mayor espesor (6 mm) 
están algo más definidas que con 3 mm, esto puede ser debido al menor efecto que el 
interior ejerce sobre el exterior.  
De cualquier forma, en todas estas observaciones no se deben ignorar los posibles 
efectos numéricos que afectan a estos resultados y por tanto deben ser contempladas 
desde esta perspectiva, siendo necesario un análisis numérico adaptado a la obtención 
de estas variables para poder profundizar en ellas y extraer conclusiones más precisas. 
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Figura 7.19. Medidas de desplazamientos uy, b = 3 mm,  
R = 0.3, Kmax = 25 Mpa·m
1/2
 
Figura 7.20. Medidas de deformaciones εy, b = 3 mm,  























































































Estudio sobre la determinación experimental del cierre Capítulo 7 
348 
 
Figura 7.21. Medidas de desplazamientos uy, b = 6 mm,  
R = 0.3, Kmax = 25 Mpa·m
1/2 
Figura 7.22. Medidas de deformaciones εy, b = 6 mm,  






























































































Se recogen a continuación las conclusiones principales derivadas de este trabajo. Se han 
separado agrupando, por un lado, aquellas relativas a los avances conseguidos en el 
modelado numérico del problema y, por otro, las relativas a la mejora del conocimiento 
del fenómeno estudiado, el cierre de grieta en fatiga. Igualmente, se han estructurado 
separando el trabajo en dos dimensiones y el de tres dimensiones. Posteriormente se 
presentan las conclusiones de la validación experimental.  
Se finaliza presentando las conclusiones de conjunto de toda la tesis y se sugieren 
futuras líneas de trabajo. 
8.1 ACERCA DEL MODELADO DEL PROBLEMA 
Con este trabajo se ha establecido una metodología propia para el modelado del 
problema, tanto en dos como en tres dimensiones. Los aspectos clave del proceso se han 
estudiado y resuelto, particularizándolos para el problema concreto que se trataba (en 
función de tipo de probeta, material y condiciones que le afectaban). 
8.1.1 Modelado en dos dimensiones 
El gran número de cálculos y modelos realizados en dos dimensiones ha permitido 
optimizar el modelado de este problema. Apoyándose en resultados contrastados, se ha 
ido reduciendo el coste computacional del problema sin reducir su precisión. Esto ha 
supuesto un gran avance, especialmente, de cara al posterior modelado tridimensional. 
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Ello ha permitido hacer un estudio profundo de refinamiento de malla y convergencia 
de resultados, reduciendo el tamaño mínimo de malla hasta unos niveles no alcanzados 
previamente y que han mostrado la necesidad de incrementar en gran medida las 
recomendaciones aceptadas hasta la fecha. Se ha comprobado una importante 
dependencia de los resultados con el mallado de la zona más cercana al vértice, esta 
zona es de un orden menor que la zona plástica. 
Esta dependencia implicaría un tamaño mínimo de elemento excesivo, por lo que se ha 
propuesto un procedimiento para llegar a obtener el valor perseguido, evitando tener 
que realizar mallados demasiado finos.  
Este procedimiento consistiría en el cálculo de diversos modelos de elementos finitos 
(dos o más), con tamaños de malla diferentes en el entorno del vértice de grieta a partir 
de un valor mínimo, y la posterior extrapolación de los resultados para obtener el valor 
correspondiente a un mallado continuo. Este valor mínimo se podría establecer en al 
menos 30 divisiones del radio plástico de Dugdale. 
La aplicación de este procedimiento se ha mostrado satisfactoria para la obtención de 
los valores de apertura y cierre con los dos criterios empleados, tanto en tensión plana 
como en deformación plana.  
Se ha analizado en profundidad la longitud de estela mínima a simular en el modelo 
numérico, de manera que sea representativa de la real. Se ha detectado una importante 
dependencia de la longitud de estela simulada en tensión plana. Esta dependencia es 
diferente para cada valor de R y ha sido cuantificada con objeto de poder hacer modelos 
posteriores, lo más ajustados posibles, pero sin errores debido a este efecto. 
En deformación plana, no se ha mostrado tanta dependencia, estando su efecto reducido 
a menos de la décima parte del radio plástico. 
Se ha hecho un análisis del comportamiento y respuesta de los dos criterios propuestos 
para la determinación de la apertura y el cierre. Todos han mostrado una dependencia 
con el tamaño de malla mínimo. Se ha comprobado la convergencia entre los criterios 
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de apertura Kttop y Kncop. Igualmente se ha mostrado la divergencia hacia valores finales 
muy diferentes, en el caso del cierre, entre Kttcl y Knccl. También se ha detectado una 
diferencia casi constante entre Kncop y Knccl de valor aproximadamente 0.1. 
Se ha analizado la influencia del tipo de modelado del comportamiento plástico del 
material (isotrópico o cinemático). Se ha comprobado que, en este caso, con poco 
endurecimiento, la utilización de un modelo u otro no aporta diferencias apreciables. 
Con mayores niveles de endurecimiento, la elección de un tipo u otro de material se 
vuelve crítica ya que conduce a resultados muy diferenciados. 
Por último, hay que decir que se ha estudiado también la influencia del punto de 
liberación de los nodos al crecer la grieta. Se ha demostrado que los resultados finales 
obtenidos son los mismos liberando el nodo en carga máxima o carga mínima, 
observándose únicamente ligeras diferencias metodológicas. 
8.1.2 Modelado en tres dimensiones 
El principal logro en relación al modelado en tres dimensiones es la consecución de 
modelos computacionalmente aceptables, con un nivel de mallado no alcanzado hasta la 
fecha, muy especialmente en relación al mallado del espesor.  
Se ha comprobado, en gran medida, la validez y extensión de las principales 
recomendaciones de modelado en dos dimensiones, especialmente las relativas a 
tamaño de malla mínimo y al procedimiento de obtención de los valores de apertura y 
cierre por medio de la extrapolación lineal de los resultados con diferentes modelos con 
tamaños de elemento mínimo distintos.  
De nuevo se detecta la convergencia entre los criterios de apertura Kttop y Kncop y la 
divergencia para los valores del cierre Kttcl y Knccl.  
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8.2 ACERCA DE LOS RESULTADOS NUMÉRICOS 
Los resultados numéricos obtenidos con este trabajo han aportado información en dos 
aspectos de gran importancia. Por un lado, se han determinado numéricamente las 
tensiones de apertura y cierre en fatiga, en una gran variedad de situaciones, 
disponiéndolas para su posterior análisis. 
Por otro lado, se ha obtenido una visualización detallada de la evolución de los campos 
de tensiones, deformaciones y desplazamientos, a lo largo del ciclo y en relación al 
proceso de apertura y cierre. 
La gran variedad y amplitud de resultados obtenidos en dos dimensiones han permitido 
un análisis profundo de un gran número de aspectos relativos al proceso de apertura y 
cierre, difícilmente observables sin la disponibilidad de estos resultados numéricos.  
Por otro lado, los resultados tridimensionales han aportado una gran información acerca 
del equilibrio alcanzado a lo largo del espesor de los distintos campos de tensiones, de 
deformaciones o de desplazamientos. 
8.2.1 Resultados en dos dimensiones 
Como primera conclusión general, habría que destacar la importancia que la zona 
inmediata al vértice de la grieta ejerce en todo el proceso de apertura y cierre. Es una 
conclusión directa del análisis del gradiente del campo de plastificaciones alrededor del 
vértice y tiene como consecuencia la dificultad y necesidad de un elevado mallado de 
esta zona, como se ha visto. Esta zona es mucho menor que la zona plástica y que la 
zona plástica reversible que hasta la fecha se habían considerado como las más 
determinantes. 
Los resultados del estudio de la longitud de estela plástica que es necesario simular, a 
parte de su valor desde un punto de vista numérico, tienen una repercusión directa en la 
interpretación del efecto secuencia. Según los resultados obtenidos, el cierre o la 
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apertura están relacionados no solo con el último ciclo de carga, aunque este sea un 
máximo, sino también con los previos. 
Del estudio de la evolución de las distintas variables a lo largo del ciclo se ha podido 
evaluar que es lo que ocurre en la grieta y su entorno a lo largo del proceso. Se ha 
establecido una relación con cada uno de los criterios establecidos. 
Con mallados muy finos, se ha detectado un comportamiento significativo en la 
evolución de las tensiones tangenciales en el vértice de la grieta cuyo estudio preciso 
podría aportar información al proceso. Se ha sugerido un nuevo criterio de apertura o 
cierre en base a ello (Kss). 
Se ha comprobado que ni la apertura ni el cierre están influidos por la longitud de la 
grieta ni por la carga máxima aplicada, siempre que se cumplan las hipótesis de partida 
de este trabajo. Igualmente, se ha visto que la utilización de otro tipo de probetas no 
afecta a estas conclusiones. 
Si se ha observado y cuantificado la dependencia con R de todos los criterios de 
apertura o cierre. Se han propuesto diversas correlaciones numéricas para cada uno de 
los criterios.  
El tamaño de la zona plástica, en tensión plana, es menor que el propuesto por la 
expresión de Dugdale, resultando ser independiente de R. En deformación plana se va 
reduciendo levemente con R. La zona plástica reversible esta relacionada de manera 
inversa con R en ambos casos. 
8.2.2 Resultados en tres dimensiones 
Se ha obtenido una visión clara de la evolución de cada variable a lo largo del espesor.  
Con ello, de manera cualitativa, se ha podido observar como el cambio en las 
condiciones que dominan en el interior se produce en una pequeña franja cercana al 
exterior e independiente, en términos absolutos, del espesor de la probeta. 
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Además, se ha comprobado que, contrariamente a lo esperado, la evolución hacia el 
exterior no tiende a las condiciones esperadas de tensión plana, si bien en el interior si 
se dan las correspondientes a deformación plana. En la capa exterior se producen dos 
importantes cambios de tendencia. Un primer cambio de condiciones de deformación 
plana (interior) hacia tensión plana (idealmente en el exterior), que no llegan a 
alcanzarse al cambiar la tendencia de nuevo. 
Se observa igualmente, que el contacto se produce fundamentalmente en esta zona 
exterior, afectando con ello al comportamiento interior. En el interior existe cierre pero 
solo afecta a un nodo. 
En cuanto a las tensiones de apertura y cierre obtenidas a lo largo del espesor, se ha 
determinado cuantitativamente la zona en la que se produciría la transición de tensión 
plana a deformación plana, comprobándose que no es dependiente del espesor en 
términos absolutos. Si se ha detectado una pequeña relación directa con la carga 
máxima aplicada. Igualmente, la zona de transición se reduce al incrementarse R.  
Los valores obtenidos con los dos criterios están en consonancia con los obtenidos en 
dos dimensiones y se observan tendencias de comportamiento similares, acotadas 
normalmente entre los valores extremos de tensión plana y de deformación plana. 
Se ha cuantificado y analizado la evolución de la zona plástica, observándose que no 
responde a la clásica forma de hueso de perro. Tanto el tamaño como la forma a lo largo 
del espesor tiene relación con la carga máxima, si bien en la capa exterior muestra cierta 
independencia. De nuevo no se ve afectada por el valor de R. 
La zona plástica reversible es prácticamente constante en todo el espesor, es 
independiente de éste y de la carga máxima aplicada. El valor es similar al obtenido en 
deformación plana. Presenta la misma relación funcional inversa con R que los 
resultados obtenidos en dos dimensiones. 
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8.3 ACERCA DE LA CORRELACIÓN CON RESULTADOS 
EXPERIMENTALES 
En primer lugar, en relación a la validación realizada con datos obtenidos de ensayos 
experimentales, se puede decir que se han conseguido identificar aquellos criterios que 
tienen relación con la velocidad de crecimiento de la grieta. Se ha comprobado que, en 
muchos casos, las relaciones entre tensión de apertura y R obtenidas numéricamente 
presentan una buena correlación con los ensayos de crecimiento de grieta con carga de 
amplitud constante.  
En algunos casos llegan a superar incluso a las correlaciones establecidas por Elber y 
Schjive. Estos casos corresponden con los criterios en los que se considera el valor 
promedio en que la grieta está abierta entre la carga y la descarga, indicando que ambos 
procesos tienen influencia en el fenómeno. Esta mejora respecto a las correlaciones 
tradicionales se debe, fundamentalmente, a la mejor determinación del cierre y la 
apertura para R altos (a partir de R = 0.5).  
Igualmente, se ha podido determinar que algunos de los criterios utilizados en el 
modelado numérico no tienen relación con la velocidad de crecimiento de la grieta y, 
por tanto, con el retardo producido por el cierre de grieta. 
Al ajustar los resultados tridimensionales, no se ha detectado ninguna relación con el 
espesor, para las tres probetas ensayadas. Ello indicaría que la velocidad de crecimiento 
de la grieta está determinada por lo que ocurre en la capa exterior de la probeta, con 
independencia de lo que ocurra en el interior. 
En cuanto al análisis de los métodos de medida experimental de la apertura y el cierre, 
hay que decir que los resultados obtenidos en tensión plana son muy clarificadores y 
coincidentes con lo que se determinaría experimentalmente. En el caso de deformación 
plana y en el caso tridimensional no se observa con precisión la apertura y el cierre. En 
este último cabe cuestionarse la idoneidad del modelo para este tipo de estudio. 
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Con los resultados bidimensionales en tensión plana, se observa una apreciable 
diferencia entre lo obtenido a partir de la información directa del vértice de grieta (Kttop, 
Knccl…) y lo que se obtendría con las medidas experimentales y el ajuste por el método 
de la flexibilidad. En el caso de R alto, estas diferencias implican la casi imposibilidad 
de detectar el cierre por el método experimental, de ahí que se haya creído que para R > 
0.7 éste no se produce. 
Además, se ha encontrado una cierta variabilidad en los resultados en función del punto 
de medida y la variable utilizada. Todo ello indica la necesidad de una revisión del 
método y de la propia interpretación del cierre.  
8.4 CONCLUSIONES GENERALES 
En resumen, se puede decir que en relación al modelado se han establecido importantes 
principios y recomendaciones. Se ha determinado la influencia de los principales 
parámetros, con gran detalle en el caso bidimensional. Ello permite dar validez a unos 
resultados difícilmente confrontables por otros medios. Estas conclusiones se han 
podido extender en gran medida al caso tridimensional. 
De gran importancia son las relativas al tamaño de elemento mínimo, que ha supuesto 
establecer una recomendación mucho más restrictiva que la aceptada hasta la fecha y la 
sugerencia de una metodología específica para salvar estas limitaciones sin un coste 
computacional excesivo. 
Con ello se han podido resolver problemas tridimensionales, con un nivel de mallado en 
el vértice y a lo largo del espesor que no se había realizado hasta la fecha y que le aporta 
gran validez a los resultados.  
Tanto en dos como en tres dimensiones se ha identificado como es el proceso que sigue 
el vértice de la grieta a lo largo de todo el ciclo de carga y descarga, una vez que la 
estela está desarrollada.  
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Se han obtenido diversos valores de apertura y cierre según los distintos criterios, tanto 
en tensión plana, como en deformación plana, como en tres dimensiones. Con ello se ha 
podido analizar la relación de la apertura y el cierre con diversos parámetros y el papel 
que el espesor de la probeta juega en todo el mecanismo de cierre inducido por 
plasticidad. 
La contrastación de estos resultados con ensayos experimentales le han aportado validez 
a la par que han permitido realizar una interpretación más precisa de los mismos en 
relación al cierre de la grieta y a su velocidad de crecimiento. 
De todo el trabajo en su conjunto, parece concluyente que el fenómeno que domina el 
crecimiento de la grieta es el estado tensional de una pequeña zona en la cara exterior de 
la probeta, más relacionado con el estado de tensión plana. El interior presenta tensiones 
de apertura y cierre más bajas, lo que sugiere que es el exterior el que limita el 
crecimiento global de la grieta, tal y como ha sido constatado con los ensayos 
experimentales. La curvatura que presenta el frente de grieta al crecer sería un 
indicativo de este efecto. Probablemente, la parte interior crece más rápido, llegándose a 
una situación de equilibrio en función de lo que le permite el exterior, donde el cierre 
frena el crecimiento. 
Indudablemente, estas conclusiones deberán ser contrastadas con trabajos posteriores. 
8.5 LÍNEAS FUTURAS DE TRABAJO 
Se finaliza este trabajo indicando las principales líneas de trabajo que se podrían 
continuar, aprovechando la experiencia adquirida.  
En primer lugar, cabría decir que la dominancia del estado de tensión plana permite 
realizar estudios bidimensionales más amplios futuros, habiendo quedado establecida la 
relación con el caso tridimensional y siendo, por tanto, trasladables las conclusiones 
obtenidas. 
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Dada la relación encontrada entre la estela y el valor de la apertura o cierre, sería de un 
gran interés abordar el estudio del efecto de secuencia. Se debería abordar la influencia 
de sobrecargas y subcargas en muy distintas condiciones, acompañado del estudio de 
combinaciones de bloques de carga diversos, teniendo en todo momento presente la 
necesidad de disponer de una estela correctamente simulada conforme a las condiciones 
de carga previa que se quieran simular. En estos problemas, deberá tenerse muy en 
cuenta el efecto de las recomendaciones de tamaño de malla realizadas en este trabajo y 
su influencia sobre los resultados. 
Se ha apuntado la posibilidad de definir un nuevo criterio para la apertura o cierre 
basada en el punto donde el vértice empieza a sufrir tensión tangencial distinta de cero 
(Kss, shear stress). Con los datos aportados en este trabajo y la correlación con 
resultados experimentales se puede entrever que dicho criterio proporciona resultados 
satisfactorios, estando limitado por la necesidad de un mayor incremento en el tamaño 
de la malla y un estudio a fondo de la influencia de ésta.  
En el problema tridimensional, queda abierta la posibilidad de un estudio particular que 
profundice en el efecto que la carga máxima ejerce sobre los resultados de apertura o 
cierre.  
También sería de gran interés analizar en un futuro como afecta la curvatura del perfil 
de la grieta a la distribución del estado tensional. Determinar como se llega a esta 
situación de equilibrio y que repercusiones tiene sobre lo que ocurre en el exterior de la 
probeta, puede ser muy ilustrativo para conocer como se produce el proceso de avance 
de la grieta y cual es el cierre real. 
Igualmente, la realización de un mayor número de ensayos de crecimiento de grieta con 
amplitud constante puede ayudar a confirmar las tendencias mostradas en este trabajo. 
La extensión de los ajustes a ensayos con otros materiales y tipos de probetas puede 
aportar mayor generalidad a las conclusiones. 
Con objeto de correlacionar la determinación experimental del cierre con la información 
proporcionada por las simulaciones numéricas, es interesante trabajar en el desarrollo de 
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modelos numéricos que puedan representar con precisión las variables implicadas en la 
medida experimental, sin por ello perder su validez con respecto a lo que ocurre en el 
entorno del vértice. 
Sería interesante abordar el modelado del material en el entorno más cercano del vértice 
de grieta donde está sometido a altas plastificaciones y a una deformación tangencial 
elevada muy localizada. Es probable que los modelos de comportamiento plástico 
homogéneo e isótropo empleados no representen correctamente el fenómeno que se 
produce en ese punto preciso. En este sentido, debe ser evaluada con sumo cuidado la 
representación de esta zona del modelo para no introducir efectos artificiales que falseen 



























[1] ABAQUS, User´s Manual, Hibbit Karlson and Sorensen. 
[2] Adersson, H., A finite-element representation of stable crack growth, Journal 
of Mechanical Physics and solids, 21, pp. 337-356, 1972.        
[3] Albert W.A.J, Uber treibseile am harz. Archiv fur Mineralogie, Georgnosie 
Bergbau und Huttenkunde 10, pp. 215-234, 1837. 
[4] Anquez, L. y Baudin, G., Correlation between numerically predicted crack 
opening load and measured load history dependent crack growth threshold, ASTM STP 
982, Philadelphia, PA, pp. 380-397, 1988.  
[5] ANSYS, User´s Manual. 
[6] Asbaugh, N., Effects of load history and specimen geometry on fatigue crack 
closure measurements, ASTM STP 982, Philadelphia, PA, pp. 186-196, 1988.  
[7] ASTM E647-95 Standard Test Method for Measurement of Fatigue Crack 
Growth Rates. 
[8] Bednarz, G., A numerical study of plasticity induced closure in short cracks by 
the finite element method, Ph.D. thesis, Aeronautics and astronautics Department, Air 
Institute of Technology, 1986.  
[9] Biner, S.B., Buck, O., Spitzig, W.A., Plasticity induced fatigue crack closure in 




[10] Blom, A. F. y Holm, D.K., An experimental and numerical study of crack 
closure, Engineering Fracture Mechanics Journal, 22 (6),  pp. 997-1011, 1985. 
[11] Blom, A. R., Wang, G.S. y Chermahini, R.G., Comparison of crack closure 
results obtained by 3D elastic-plastic FEM and modified Dugdale model, Localized 
damage: Computer-aided assessment and control, M.H. Aliabadi et al., Computational 
Mechanics Publications, Springer-Verlag, Berlín,  pp. 57-68, 1990. 
[12] Borrego, L.F.P., Antunes, F.V., Costa, J.D., Ferreira, J.M., A numerical study 
of fatigue crack closure induced by plasticity, Anales de Mecánica de la Fractura, Vol. 
19, 439-444,  2002.  
[13] Chermahini, R.G., Three-dimensional elastic-plastic finite-element analysis of 
fatigue crack growth and closure, Ph.D. thesis, Old Dominion University, Norfolk, VA, 
1986. 
[14] Chermahini, R.G., Shivakumar, K.N. y Newman, J.C., Three-dimensional 
finite-element simulation of fatigue crack growth and closure, ASTM STP 982, 
Philadelphia, PA, pp. 398-413, 1988. 
[15] Chermahini, R.G., Shivakumar, K.N., Newman, J.C. y Blom, A.F., Three-
dimensional aspect of plasticity-induced fatigue crack closure, Engineering Fracture of 
Mechanics, 34, pp. 393-401, 1989. 
[16] Chermahini, R.G. y Blom, A.F., Variation of crack opening stresses in three 
dimensions: finite thickness plate, Theor. Appl. Fracture of Mechanics, 15, pp. 267-276, 
1991. 
[17] Chermahini, R.G., Palmberg, B., Blom, A.F., Fatigue crack growth and closure 
behaviour of semicircular and semi-elliptical surface flaws, International Journal of  
Fatigue, 15, pp. 259-263, 1993. 
Bibliografía 
363 
[18] Choi, H.C., Song, J.H., Finite element analysis of closure behavior of fatigue 
crack in residual stress fields, Fatigue & Fracture of Engineering Materials & 
Structures, V. 18, nº1, pp. 105-117, 1995. 
[19] Coffin L. F., Experimental support for generalized equation predicting low 
cycle fatigue, Trans. ASME, J. Basic. Engr., Vol 84, No. 4, pp. 537, 1962. 
[20] Collins, R., Lugg, M.C., Use of A.C. field measurements for non-destructive 
testing, Fatigue Crack Measurements, pp. 39-67 
[21] Cordero, A., García-Manrique, J., Moreno, B., Zapatero, J., González-Herrera, 
A., Estudio numérico del efecto en el cierre en fatiga de la longitud de grieta, Anales de 
Mecánica de la Fractura, Vol. 20, 53-58, 2003. 
 [22]  Donahue R. J., Clark H. M:, Atanmo P., Kumble R. and McEvily A. J., Crack 
opening displacement and the rate of fatigue crack growth, Int. J. Fract. Mech., 8, pp. 
209-215,  1972. 
[23] Donald, J.K.,., A procedure for standardizing crack closure levels, ASTM STP 
982, Philadelphia, PA, pp. 222-229, 1988. 
[24] Donald, J.K., Introducing the compliance ratio concept for determining 
effective stress intensity, International Journal of Fatigue, V. 19, Sup. Nº 1, pp. S191-
S195, 1997. 
[25] Donald, J.K., Paris, P.C., An evaluation of ∆keff estimation procedures on 
6061-T6 and 2024-T3 aluminum alloys, International Journal of Fatigue, V. 21, pp. 
S47-S57, 1999.  
[26] Dougherty, J.D., Padovan, J., Srivatsan, T.S., Fatigue crack propagration and 
closure behavior of modified 1070 steel: experimental results, Engineering Fracture 
Mechanics, V. 56, nº 2, pp. 189-212, 1997. 
Bibliografía 
364 
[27] Dougherty, J.D., Padovan, J., Srivatsan, T.S., Fatigue crack propagration and 
closure behavior of modified 1070 steel: finite element study, Engineering Fracture 
Mechanics, V. 56, nº 2, pp. 189-212, 1997. 
[28] Dugdale D. S., Journal of the Mechanics an Physics of Solids, Vol. 8, No. 2, 
pp. 100-104, 1960. 
[29] Elber W., Fatigue crack closure under cyclic tension, Eng. Fract. Mech. 2, pp. 
37-45, 1970. 
[30] Elber W., The significance of fatigue crack closure in damage tolerance in 
aircraft structures, Special Technical Publication 486, ASTM, Philadelphia, pp. 230-
242, 1971. 
[31] Ellyin, F. y Wu, J., Elastic-plastic analysis of a stationary crack under cyclic 
loading and effect of overload, International Journal of  Fracture, 56, pp. 189-208, 1992. 
[32] Ellyin, F. y Wu, J., A numerical investigation on the effect of an overload on 
fatigue crack opening and closure behaviour, Fatigue & Fracture of Engineering 
Materials & Structures, 22, pp. 835-847, 1999. 
[33] Erwing, J.A., Humfrey, J.C., The fracture of metals under repeated alternations 
of stress Phil. Trans. Roy. Soc. A200, pp. 241-250,  1903. 
[34] Fleck, N.A., Plane strain crack closure, Ph.D. thesis, University of Cambridge, 
England, 1984. 
[35] Fleck, N.A., Finite element analysis of plasticity induced crack closure under 
plane strain conditions, Engineering Fracture of Mechanics, 25, pp. 441-449, 1986. 
[36] Fleck, N.A. y Newman, J.C., Analysis of crack closure under plane strain 
conditions, ASTM STP 982, Philadelphia, PA, pp. 319-341, 1988. 
Bibliografía 
365 
[37] Fleck, N.A., Compliance methods for measurement of crack length, Fatigue 
crack measurement: Techniques and applications, Ed. Marsh, K.J., Smith, R.A., Ritchie, 
R.O., pp. 69-93, 1991.  
[38]  Forman R. G., Kearney V. E. and Engle R. M., Numerical analysis of crack 
propagation in cyclic-loaded structures, J. Bas. Engng. 89, pp. 459-464, 1967. 
[39] García-Manrique, J., Cordero, A., Pascual, J., Zapatero, J., González-Herrera, 
A., Influencia de los modelos de plastificación en la simulación por elementos finitos 
del cierre de grieta en fatiga, Anales de Mecánica de la Fractura, Vol. 20, 65-70, 2003.  
[40] Gerber W., Bestimmung der zulossigen spannungen in eisen constructionen, Z. 
Bayer Arch. Ing. Ver. 6, 1874 
[41] González, A., Zapatero, J., Moreno, B. y Pascual, J., Modelado del cierre de 
grieta en fatiga mediante elementos finitos, Anales de Mecánica de la Fractura, Vol. 18, 
438-445, 2001.  
[42] González, A., García, D., Melgar, A., Moreno, B. y Zapatero, J., Obtención de 
la tensión de cierre en fatiga mediante el método de los elementos finitos, Anales de 
Mecánica de la Fractura, Vol. 19, 445-450, 2002.  
[43] González Herrera, A., García Vallejo, D., Moreno, B., Pascual, J. y  Zapatero, 
J., Simulación de la estela plástica mediante elementos finitos en el crecimiento de 
grieta en fatiga",V Congreso de Métodos Numéricos en la Ingeniería, 118, 2002.  
[44] González Herrera, A., García Vallejo, D., Moreno B. y Zapatero J., Análisis 
del tamaño de elemento mínimo para la determinación de la tensión de cierre en fatiga 
mediante elementos finitos, XV Congreso Nacional de Ingeniería Mecánica. Cádiz, 
2002. 
[45] Goodman J., Mechanics Applied to engineering, Vol. 1, 1930. 
Bibliografía 
366 
[46] Griffith A. A., The phenomena of rupture and flow in solids, Trans. R. Soc., 
Lond., Vol. A 221, pp. 163, 1920. 
[47] Hudson C. M., Hardrath M. F., Effects of changing stress amplitude on the rate 
of fatigue crack propagation in two aluminum alloys, NASA TN-D-960, 1961. 
[48] Inglis C. E., Stresses in a plate due to the presence of cracks and sharp corners, 
Transactions of the Institute of Naval Architects, 55, pp.219-241, 1913. 
[49] Irwin G. R., Analysis of stresses and strains near the end of a rack traversing a 
plate, Trans. ASME, J. Appl. Mech., Vol.24, pp. 136, 1957. 
[50] James, N.A., Some unresolved issues with fatigue crack closure - 
measurement, mechanism and interpretation problems,  Advances in Fracture Research, 
9th International Conference on Fracture, Sydney, vol. 5, 2403-2413,  1997. 
[51] Kim, K.S., Van Stone, R.H., Laften, L.H., Orange, T.W., Simulation of crack 
growth and crack closure under large cyclic pasticity, ASTM STP 1074, pp. 421-447, 
1990. 
[52] Kobayashi, H. y Nakamura, H., Investigation of fatigue crack closure, analysis 
of plasticity induced crack closure., Current Research on Fatigue Cracks, MRS 1, Soc. 
of Materilas Science, Japan, pp. 201-215, 1985. 
[53] Kujawski, D., A new, ∆K+Kmax.0.5 driving force parameter for crack growth in 
aluminum alloys, International Journal of Fatigue, V. 23, pp. 733-740, 2001. 
[54] Lalor, P.L., Sehitoglu, H. y McClung, R.C., Mechanics aspects of small crack 
growth from notches. The role of crack closure, The beahviour of short fatigue cracks, 
EGF1, Mechanical Engineering Publications, London,  pp. 369-386, 1986.  
[55] Lalor, P.L. y Sehitoglu, H., Fatigue crack closure outside a small scale yielding 
regime, ASTM STP 982, Philadelphia, PA, pp. 342-360, 1988.  
Bibliografía 
367 
[56] Lang, M.A., A model for fatigue crack growth, part I: phenomenology. Fatigue 
and Fracture Eng. Material and Structures, 23, 587-601, 2000. 
[57] Llorca, J. y Sánchez Galvez, V., Modelling plasticity induced fatigue crack 
closure, Engineering Fracture Mechanics, vol. 37,  pp. 185-196, 1990. 
[58] Machniewizc, T., Experimental analysis of fatigue crcak closure in structural 
steel. PhD Thesis. University of mining & methalurgy, Krakow, Polonia, 2003, en 
polaco. 
[59] Manson S. S., Fatigue: A complex subject-some simple approximations, Expt. 
Mechanics, 5, 7., pp. 193, 1965. 
[60] Manson S. S., Thermal stress and low cycle fatigue, McGraw-Hill, New York, 
1966. 
[61] Manson S. S., Discussion of experimental support for generalized equation 
predicting low cycle fatigue, Trans. ASME, J. Basic. Engr., Vol. 84, No. 4, pp. 537, 
1962. 
[62] Manson S. S., Inversion of the strain-life and strain-stress relationship for use 
in metal fatigue analysis, Fatigue of Engineering Materials and Structures, Vol. 1, pp. 
37-57, 1965. 
[63] MANTELEC ACPD Crack growth monitoring, CGM-5R, Instructions Manual,  
2000. 
[64] Matsuoka, S., Tanaka, K., The influence of sheet thicknesss on delayed 
retardation phenomena in fatgue crack growth in HT80 steel and A5083 aluminium 
alloy. Eng. Fracture Mechanics, 13, 293-306, 1980. 
[65] McClung, R.C., Fatigue crack closure and crack growth outside a small scale 




[66] McClung, R.C. y Sehitoglu, H., On the finite-element analysis of fatigue crack 
closure, part-1: basic modelling issues, Engineering Fracture of Mechanics, 33, pp. 237-
252, 1989. 
[67] McClung, R.C. y Sehitoglu, H., On the finite-element analysis of fatigue crack 
closure, part-2: numerical results, Engineering Fracture of Mechanics, 33, pp. 253-272, 
1989. 
[68] McClung, R.C., Application of a finite-element analysis of fatigue crack 
closure, Proceedings 7th International Conference on Fracture, Houston, Texas, pp. 
1257-1264, 1989. 
[69] McClung, R.C., Crack closure and plastic zone sizes in fatigue, Fatigue & 
Fracture of Engineering Materials & Structures, 14, pp. 455-468, 1991. 
[70] McClung, R.C., Thacker, B.H., y Roy,  S., Finite-element visualization of 
fatigue crack closure in plane stress and plane strain, International Journal of  Fracture, 
50, pp. 27-49, 1991. 
[71] McClung, R.C., Finite element modelling of crack closure during simulated 
fatigue threshold testing, International Journal of  Fracture, 52, pp.145-157, 1992. 
[72] McClung, R.C., Finite-element modelling of fatigue crack growth, Theorical 
concepts and numerical analysis of fatigue, Ed. Bloom y Beevers., Proc. Conference, 
25-27 Mayo, University of Birmingham, UK, pp. 153-171, 1992. 
[73] Mercer, J.G., Nicholas, T., Growth of short crack in a notch plastic zone, 
International Journal of  Fatigue, 13, 3., pp. 263-270, 1991. 
[74] Miner M. A., Cumulative Damage in Fatigue, Trans. ASME, J. of Appl. Mech., 
Vol. 67, pp.159, 1945. 
Bibliografía 
369 
[75] Miyamoto, H., Miyoshi, T. y Fukuda, S., An analysis of crack propagation in 
welded structures, Significance of Defects in Welded Structures, Proc. Of Japan-U.S. 
Seminar, Tokyo, Univ. of Tokyo Press, pp. 189-202, 1973.  
[76] Nakagaki, M. y Atluri, S.N., Elastic-plastic finite element analysis of fatigue 
crack growth in mode I and mode II conditions, NASA Contractor Report 158987,  
1978. 
[77] Nakagaki, M. y Atluri, S.N., Fatigue crack closure and delay effects under 
mode I spectrum loading: an efficient elastic-plastic analysis procedure, Fatigue of 
Engineering Materials & Structures, 1, pp. 421-429, 1979.    
[78] Nakagaki, M. y Atluri, S.N., Elastic-plastic analysis of fatigue crack closure in 
modes I and II, AIAA Journal, 18, pp. 1110-1117, 1980.           
[79] Nakamura, H., Kobayashi, S., Yanase, S. y Nakazawa, H., Finite element 
analysis of fatigue crack closure in compact specimen, 4th International Conference 
Mechanical  Behaviour of Materials, Estocolmo, ICM 4, Vol.2, pp. 817-832, 1983. 
[80] Newman, J.C., Finite-element analysis of fatigue crack propagation – including 
the effects of crack closure, Ph. D. thesis, VPI&SU, Blacksburg, VA, 1974. 
[81] Newman, J.C., A finite-element analysis of fatigue crack closure, NASA 
Technical Memorandum X-72005, 1974. 
[82] Newman, J.C. y Armen, H., Elastic-plastic analysis of a propagating crack 
under cyclic loading,  AIAA Journal, vol. 13, nº 8, pp. 1017-1023, 1975. 
[83] Newman, J.C., A finite-element analysis of fatigue crack closure,  ASTM STP 
590, Philadelphia, PA, pp. 281-301, 1976. 
[84] Newman, J.C., Finite-element analysis of crack growth under montonic and 
cyclic loading, ASTM STP 637, Philadelphia, PA, pp. 56-80, 1977. 
Bibliografía 
370 
[85] Newman, J.C., An elastic-plastic finite-element analysis of crack initiation, 
stable crack growth and instability, Fracture Mechanics: 15th Symposium. ASTM STP 
833, Philadelphia, PA, pp. 93-117, 1984. 
[86] Newman, J.C., Bigelow, C.A., Shivakumar, K.N., Three-dimensional elasto-
plastic finite element analysis of constraint variation in cracked bodies, Engineering 
Fracture Mechanics, 46, 1., pp. 1-13, 1993. 
[87] Nicholas, T., Palazotto, A.N. y Bednarz, E., An analytical investigation of 
plasticity induced closure involving short cracks, ASTM STP 982, Philadelphia, PA, pp. 
361-379, 1988.  
[88] Ogura, K., Ohji, K. y Ohkubo, Y., Fatigue crack growth under biaxial loading, 
International Journal of Fracture, 10, pp. 609-610, 1974.  
[89] Ogura, K. y Ohji, K., FEM analysis of crack closure and delay effect in fatigue 
crack growth under variable amplitude loading, Engineering Fracture of Mechanics, 9, 
pp. 471-480, 1977.  
[90] Ogura, K., Ohji, K. y Honda, K., Influence of mechanical factors on the fatigue 
crack closure,Fracture 1977, Vol. 2, ICF4, Waterloo, Canada, 1035-1047, 1977.  
[91] Ohji, K., Ogura, K. y Ohkubo, Y., On the closure of fatigue cracks under cyclic 
tensile loading, International Journal of Fracture, 10, pp. 123-124¿?, 1974.   
[92] Ohji, K., Ogura, K. y Ohkubo, Y., Cyclic analysis of a propagating crack and 
its correlation with fatigue crack growth, Engineering Fracture of Mechanics, vol. 7, nº 
3, pp. 457-464, 1975.   
[93] Oliva, V, Cséplö, L, Materna, A., Bláhová, L., FEM simulation of fatigue crack 
growth, Materials Science and Engineering, A236-236, pp. 517-520, 1997.  
[94] Oñate, E., Cálculo de Estructuras por el Método de Elementos Finitos, Análisis 
estático lineal, CIMNE, Barcelona, 1995. 
Bibliografía 
371 
[95] Palazotto, A. N. y Mercer, J.C., A finite-element comparison between short and 
long cracks within a plastic zone due to a notch, Engineering Fracture of Mechanics, 35, 
pp. 967-986, 1990. 
[96] Palmgren A., Durability of ball bearing, ADVDI. Col 68, No.14, 1924. 
[97] Paris P. C., The growth of fatigue cracks due to variations in load, Ph. D. Tesis, 
Leigh University, 1962. 
[98] Paris P. C. and Erdogan F., A critical analysis of crack propagation law, Trans. 
ASME, J. Basic Eng., Vol. 85, No. 4, pp. 528, 1963. 
[99] Park, S.J., Earmme, Y.Y. y Song, J.H., Determination of the most appropriate 
mesh size for a 2D finite element analysis of fatigue crack closure behaviour",Fatigue & 
Fracture of Engineering Materials & Structures, V. 20, Nº4, pp. 533-545, 1997. 
[100] Parry, M.R., Syngellakis, S., Sinclair, I., Numerical modelling of combined 
roughness and plasticity induced crack closure effects in fatigue,  Materials Science and 
Engineering A, 291, pp. 224-234,  2000. 
[101] Pommier, S., Bompard, P., Bauschinger effect of alloys and plasticity-induced 
crack closure: a finite element analysis",Fatigue & Fracture of Engineering Materials & 
Structures, V. 23, pp. 129-139, 2000. 
[102] Rankine W. J., On the cause of the unexpected breakage of the journal of 
railway axles and on the means of preventing such accidents by observing the law of 
continuity in their construction, Institution of Civil Engineers, Minutes of Proceedings, 
Vol 2, pp. 105-108, 1843. 
[103] Ray, S.K., Grandt, A.F., Comparison of methods for measuring fatigue crack 
closure in a thick specimen, ASTM STP 982, Philadelphia, PA, pp. 197-213, 1988.  
Bibliografía 
372 
[104] Riemelmoser, F.,O. y Pippan, R., Crack closure: a concept of fatigue crack 
growth under examination, Fatigue & Fracture of Engineering Materials & Structures, 
20, pp. 1529-1540, 1997. 
[105] Roychowdhury, S., Dodds, R.H., A numerical investigatio of 3-D small-scale 
yielding fatigue crack growth",Engineering Fracture Mechanics, 70, pp. 2363-2383, 
2003. 
[106] Schijve J., Some formulas for crack opening stress level, Engng. Frature Mech. 
14, pp. 461-465, 1981.  
[107] Schijve, J., Fatigue of structures and materials in the 20th century and the state 
of art, International Journal of Fatigue, V. 25, pp. 679-702, 2003.  
[108] Schijve J., Fatigue crack propagation in light alloy sheet material and 
structures, Report MP-195, National Aerospace Lab., Netherlands, 1960. 
[109] Sehitoglu, H., Crack opening and closure in fatigue, Engineering Fracture of 
Mechanics, 21, pp. 329-339, 1985. 
[110] Sehitoglu, H., Characterization of crack closure in fatigue, ASTM STP 868, pp. 
361-380, 1985. 
[111] Sehitoglu, H. y Sun, W., Mechanisms of crack closure in plane strain and plane 
stress, 3rd Conference on Biaxial/Multiaxial Fatigue, Stuttgart, 1989.      
[112] Sehitoglu, H. y Sun, W., Modelling of plane strain fatigue crack closure, 
ASME Journal of Engineering Materials & Technology, 113, pp. 31-41, 1991.      
[113] Sehitoglu, H., Gall, K. y García, A.M., Recent advances in fatigue crack 
growth modelling, International Journal of  Fracture, 80, 2/3., pp. 165-192, 1996.      
Bibliografía 
373 
[114] Shercliff, H.R., Fleck, N.A., Effect of specimen geometry on fatigue crack 
growth in plane strain: Basic modelling issues,Fatigue & Fracture of Engineering 
Materials & Structures, 13, 3., pp. 287-296, 1990.      
[115] Shercliff, H.R., Fleck, N.A., Effect of specimen geometry on fatigue crack 
growth in plane strain: Overload response,Fatigue & Fracture of Engineering Materials 
& Structures, 13, 3., pp. 297-310, 1990.      
[116] Shiratori, M., Miyoshi, T. y Miyamoto, H., Analysis of crack propagation and 
closure behaviour in fatigue, Trans. JSME, 43, 3577-3593, 1977.  
[117] Skinner, J.D., Daniewicz, S.R., Simulation of fatigue crack closure in part-
through cracked geometries using finite element analysis",Engineering Fracture 
Mechanics, 69, pp. 1-11, 2002. 
[118] Skorupa, M., Skorupa, A., Experimental results and predictions on fatigue 
crack growth in structural steel under variable amplitude loading. 
[119]  Smith I.F.C. and Smith R. A., Fatigue crack growth in a fillet foint, Eng. Fract. 
Mech., 18, pp. 861-869, 1983. 
[120] Socie, D.F., Prediction of fatigue crack growth in notched members  under 
variable amplitude loading histories, Engineering Fracture of Mechanics, 9, pp. 849-
865, 1977.  
[121] Soderberg C. R., Factor of safety and working stress, Trans. ASTM, 52, 2., 
1930 
[122] Soderberg C. R., Working stresses, Trans. ASTM 57, A106, 1935. 
[123] Solanki, K., Daniewicz, S.R., Newman, J.C., Finite element modelling of 
plasticity-induced crack closure with emphasis on geometry and mesh refinement 
effects",Engineering Fracture Mechanics, 70, pp. 1475-1489, 2003. 
Bibliografía 
374 
[124] Solanki, K., Daniewicz, S.R., Newman, J.C., A new methodology for 
computing crack opening values from finite element analyses", IN PRESS Engineering 
Fracture Mechanics, pp. -, 2003. 
[125] Solanki, K., Daniewicz, S.R., Newman, J.C., Finite element analysis of 
plasticity-induced fatigue crack closure: an overview", Engineering Fracture Mechanics, 
71, pp. 149-171, 2004. 
[126] Sun, W. y Sehitoglu, H., Residual stress fields during fatigue crack growth, 
Fatigue & Fracture of Engineering Materials & Structures, 15, pp. 115-128, 1992.      
[127] Toyosada, M., Yamaguchi, K., Niwa, T., Takenaka, H., Kajimoto, K. y 
Yajima, H., Proposal of new parameter for fatigue crack propagation rate based upon 
compliance changing phenomena and de development of its measuring method – Study 
of fatigue crack propagation behaviour based upon RPG load, 1st report., J. Soc. Naval 
Arch. Japan, 169, pp. 245-255, 1991.     
[128] Tsukuda, H., Ogiyama, H.  y Shiraishi, T., Fatigue crack growth and closure at 
high stress ratios, Fatigue & Fracture of Engineering Materials & Structures, 18, pp. 
503-514, 1995. 
[129] Tsukuda, H., Ogiyama, H.  y Shiraishi, T., Transient fatigue crack growth 
behaviour following singles overloads at high stress ratios, Fatigue & Fracture of 
Engineering Materials & Structures, 19, pp. 879-891, 1996. 
[130] Vasudevan, A.,K., Sadamanda, K. y Louat N., Recosideration on fatigue crack 
closure, Scripta Metall. Materials, 27, pp. 1673-1678, 1992. 
[131] Walker K., The effect of stress ratio during crack propagation and fatigue for 
2024-T3 and 7075-T6 Aluminum,  J. Appl. Phys. 58, pp. 688-691, 1970. 
[132] Wastberg, S., A finite element analysis of crack growing under cyclic loading, 
Fatigue & Fracture of Engineering Materials & Structures, V. 6, nº2, pp. 149-158, 1983. 
Bibliografía 
375 
[133] Wei, L.W., James, M.N., A study of fatigue crack closure in polycarbonate CT 
specimens", Engineering Fracture of Mechanics, 66, pp. 223-242, 2000. 
[134] Wheeler O.E., Journal of basic engineering Vol. 94, pp. 181-186, 1972. 
[135] Willemborg J., Engle F.M., Wood H.A., A crack growth retardation model 
using an effective stress intensity concept, WPAFB-TM-71-1. 1971. 
[136] Wohler A., Test to determine the forces acting on railway carriage axles and 
the capacity of resistance of the axles, Engineering 11, pp. 199, 1871. 
[137] Wu, J., Nonlinear analysis of cracked bodies, Ph.D. thesis, Department of 
Mechanical Engineering, University of Alberta, Edmonton, Canada, 1995. 
[138] Wu, J. y Ellyin, F., A study of fatigue crack closure by elastic-plastic finite 
element for constant-amplitude loading, International Journal of  Fracture, 82, pp. 43-
65, 1996. 
[139] Yao, D. y Keh-Chih, H., A finite-element investigation of unsteady crack 
growth in power law hardening materials under small scale yielding conditions, 
Engineering Fracture of Mechanics, 34, pp. 531-546, 1989. 
[140] Yisheng, W., Schijve, J., Fatigue crack closure measurement on 2024-T3 sheet 
specimens, Fatigue & Fracture of Engineering Materials & Structures, V. 18,Nº 9, pp. 
917-921, 1995. 
[141] Zhang, J.Zhen., Zhang, J.Zhong., Shan Yi Du, Elastic-plastic finite element 
analysis and experimental study of short and long fatigue crack growth, Engineering 
Fracture Mechanics, 68, pp. 1591-1605, 2001. 
[142] Zhang, X., Chan, S.L. y Davies, G.A.O., Numerical simulation of fatigue  
crack growth under complex loading sequences, Engineering Fracture of Mechanics, 42, 
pp. 305-321, 1992. 
Bibliografía 
376 
[143] Zhang, X., Chan, S.L. y Davies, G.A.O., Cyclic plasticity and overload effect 
on fatigue crack propagation, III International Conference on Computational Plasticity, 
CIMNE, Barcelona, pp. 1561-1572, 1992. 
[144] Zhang, J.Z., Bowen, P., On the finite element simulation of three-dimensional 
semi-circular fatigue crack growth and closure, Engineering Fracture Mechanics, 60, 3., 
pp. 341-360, 1998. 
[145] Zhang, J.Z., Halliday, M.D., Bowen, P., Poole, P., Three-dimensional elastic-
plastic finite element modelling of small fatigue crack growth under a single tensile 
overload, Engineering Fracture Mechanics, 63, pp. 229-251, 1999. 








ANEXO A. FIGURAS DE RESULTADOS EN DOS DIMENSIONES 
ANEXO B. FIGURAS DE RESULTADOS EN TRES DIMENSIONES 













ANEXO A. FIGURAS DE RESULTADOS EN DOS DIMENSIONES 
Anexo 
380 
Figura A.1. Perfil de desplazamientos de la grieta durante la carga y descarga, 
























Figura A.2. Presiones de contacto durante la carga,  
Tensión plana, R = 0.3 
Figura A.3. Presiones de contacto durante la descarga,  























































Figura A.4. Evolución de σy durante la carga,  























Figura A.5. Evolución de σy durante la descarga,  
























Figura A.6. Evolución de τxy durante la carga,  






















Figura A.7. Evolución de τxy durante la descarga,  
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Figura B.2. Desplazamiento uy(m), en Kmax y Kmin respectivamente, vista  desde el 





Figura B.3. Desplazamiento uy(m), en Kmin, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=20 Mpam
1/2 





Figura B.6. Desplazamiento uz(m), en Kmin, R = 0.3, b =3 mm, Kmax=25 Mpam
1/2
 





Figura B.8. Desplazamiento uz(m), en Kmin, R = 0.3, b =6 mm, Kmax=25 Mpam
1/2
 





Figura B.10. Desplazamiento uz(m), en Kmin, R = 0.3, b =12 mm, Kmax=20 Mpam
1/2
 





Figura B.12. Estela plástica, interior, R = 0.3, b =6 mm, Kmax=25 Mpam
1/2
 





Figura B.14. Estela plástica, interior, R = 0.3, b = 12 mm, Kmax=20 Mpam
1/2
 




Figura B.16. σvon mises, en Kmin , exterior, R = 0.1, b =3 mm, Kmax=25 Mpam
1/2
 





Figura B.18. σy, en Kmax , interior, R = 0.3, b = 12 mm, Kmax=20 Mpam
1/2 





Figura B.20. σy, en Kmax , interior, R = 0.3, b = 6 mm, Kmax=25 Mpam
1/2
 






Figura B.22. σy, en Kmin , interior, R = 0.3, b = 6 mm, Kmax=25 Mpam
1/2
 







Figura B.23. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor,  
Kmax = 20 Mpa·m
1/2
, R = 0.3, b = 3 mm  
Figura B.24. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor,  
Kmax = 30 Mpa·m
1/2
, R = 0.3, b = 3 mm  
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Figura B.25. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor,  
Kmax = 25 Mpa·m
1/2
, R = 0.1, b = 6 mm  
Figura B.26. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor,  
Kmax = 25 Mpa·m
1/2
, R = 0.5, b = 6 mm  
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Figura B.27. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor,  
Kmax = 25 Mpa·m
1/2
, R = 0.7, b = 6 mm  
Figura B.28. Comparación de tensiones de apertura y cierre a lo largo del 
espesor, Kmax = 25 Mpa·m
1/2
, R = 0.1, b = 3 y 6 mm  
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Figura B.29. Comparación de tensiones de apertura y cierre a lo largo del 
espesor, Kmax = 25 Mpa·m
1/2, R = 0.5, b = 3 y 6 mm  
Figura B.30. Comparación de tensiones de apertura y cierre a lo largo del 
espesor, Kmax = 25 Mpa·m
1/2, R = 0.7, b = 3 y 6 mm  
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Figura B.31. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor obtenidas 
por extrapolación, R = 0.1, b = 3 mm  
Figura B.32. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor obtenidas 
por extrapolación, R = 0.3, b = 3 mm  
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Figura B.33. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor obtenidas 
por extrapolación, R = 0.5, b = 3 mm  
Figura B.34. Tensiones de apertura y cierre a lo largo del espesor obtenidas 
por extrapolación, R = 0.7, b = 3 mm  
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Figura B.35. Funciones de U ajustadas,  
Kmax = 20 Mpa·m
1/2
, R = 0.3, b = 3 mm  
Figura B.36. Funciones de U ajustadas,  
Kmax = 30 Mpa·m
1/2
, R = 0.5, b = 3 mm  
 












0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
distancia relativa al exterior (mm)
U
Uttop Uttcl Uncop Unccl












0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
distancia relativa al exterior (mm)
U




Figura B.37. Funciones de U ajustadas,  
Kmax = 25 Mpa·m
1/2
, R = 0.1, b = 6 mm  
Figura B.38. Funciones de U ajustadas,  
Kmax = 30 Mpa·m
1/2
, R = 0.7, b = 6 mm  
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Figura C.1. Medidas de desplazamientos uy, Tensión plana,  
R = 0.5, Kmax = 30 Mpa·m
1/2
 
Figura C.2. Medidas de deformaciones εy, Tensión plana,  


















































































Figura C.3. Medida de desplazamiento uy, Deformación plana,  
R = 0.3, Kmax = 30 Mpa·m
1/2
 
Figura C.4. Medida de deformaciones εy, Deformación plana,  
R = 0.3, Kmax = 30 Mpa·m
1/2 
 






















































































Figura C.5. Comparación CODa2 según R, Kmax = 30 Mpa·m
1/2
 
Figura C.6. Comparación CODa2 entre tensión y deformación plana,  





































































Figura C.7. Comparación BFS según R, Kmax = 30 Mpa·m
1/2
 
Figura C.8. Comparación BFS entre tensión y deformación plana,  
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